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摘 要

近十年来，随着互联网的飞速发展，基于互联网应用的经济活动已融入了人们的生

活，其中的典型代表包括付费搜索和云计算服务，二者都在工业界取得了巨大的成功，

并掀起了学术界的研究热潮。已经有大量的工作研究这些市场中的模型建立、均衡求解

和收益优化问题，然而，现有的工作还存在一些不足，限制了其方法在真实市场中的应

用。在市场建模方面，需要保证模型在能准确描述现实世界的同时又不会因过于复杂而

无法得出有意义的解决方案，已有的模型仍不完善，如缺乏对有限理性、不完全信息和

动态需求等的刻画。在均衡求解方面，已有工作集中在对市场中纳什均衡的研究，然而，

纳什均衡假设参与者完全理性，且知道市场中的所有信息，包括对手的私人信息，这在

现实世界中很难获得，因而纳什均衡的实用性十分受限。在收益优化方面，已有工作往

往没有考虑不完全信息和市场竞争等因素，因此得出的策略并非最优。针对以上这些局

限，本文将以付费搜索和云计算服务为具体对象，提出更贴合实际的市场模型、更合理

的均衡策略以及更好的收益优化策略。本文的主要创新点如下。

1. 本文基于付费搜索广告业务研究了有限理性均衡。本文分析了纳什均衡在实际

应用中的局限性，包括只能描述纯策略行为（真实数据显示广告商大多采用混合策略）

以及要求市场的完全信息，并引入质反应均衡的概念来解决这些问题。质反应均衡弱化

了纳什均衡对于完全理性的要求并能模拟广告商的混合策略行为，纳什均衡只是质反应

均衡的一个特例。本文首先设计了一个基于同伦思想的高效算法来求解质反应均衡，然

后通过分析付费搜索中收益函数的性质开发了专门的加速算法从而将复杂度从指数级

降为线性级别。此外，本文提出了利用质反应均衡进行市场参数预测的算法。实验结果

表明本文提出的加速算法性能远远优于普通算法，能被用于求解大规模付费搜索中的质

反应均衡，且参数预测效果好于混合策略纳什均衡模型。

2. 本文基于付费搜索广告业务研究了信息或缺下的收益优化问题，Myerson定理给

出了广告价值分布已知时收益优化的基础理论。本文考虑更加现实的情况，即广告价值

分布未知且无历史数据时如何制优化收益。未知信息通过采样来估测，本文首先将如何

设置采样时间来最大化有限时间内搜索引擎的总收益的问题规划成了一个整数约束优

化问题，且保证最优解不依赖于具体的价值分布形式，具有鲁棒性。然后，本文通过一

系列等价问题转换将原问题变换成了一个连续约束优化问题。通过分析目标函数的性

质，本文证明了最优采样时间的存在性和唯一性，并基于此提出了一个具有指数收敛速

度的算法。基于模拟数据的实验结果表明，本文提出的方法给搜索引擎带来收益能达到

理论上最大收益的 90%以上。

3. 本文基于云计算服务研究了着眼长远利益的定价优化问题。通过充分考虑市场
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的各种特性，包括市场的发展、市场中的不完全信息及服务商之间的竞争等，本文提出

了一个更为准确的基于随机博弈的模型并将最优策略描述为一个马尔科夫完美均衡。传

统的均衡求解方法需要多次迭代才能收敛到近似解且时间复杂度是关于子博弈个数的

指数函数。本文将随机博弈分解为多个标准型子博弈，并设计了一个基于动态规划的算

法，将时间复杂度降到了子博弈个数的线性级别。此外，本文还提出了计算期望即时收

益的近似加速算法，在满足近似比的同时极大地提高了计算效率。实验结果表明本文提

出的算法能高效地计算马尔科夫完美均衡策略，与文献中已有的最好的策略相比，本文

提出的均衡策略能给服务商带来最高的收益。

4. 本文基于云计算服务研究了动态供需优化问题。通过对市场中的动态供需关系

建模，本文提出了一个能够描述资源利用情况和市场竞争的模型。本文分析了纳什均衡

在实际中无法达成的原因，并将定价策略定义成了一个现实中更加实用的近似均衡。本

文为此开发了了一个保证收敛的算法，还推导了均衡的很多重要的性质，包括动态价格

关于资源利用率的单调性和收益函数的凹凸性等，并利用这些性质进一步提高了算法效

率。本文通过实验表明所提的近似均衡策略优于其他已有的动态价格策略。

综上所述，本文提出了新的建模方式以弥补现有工作中的不足，并设计了高效的算

法来解决对应的问题。实验证明本文的模型和算法取得了比现有研究成果更好的效果。

关键词：互联网经济，广告竞标，云计算，均衡计算，收益优化
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Abstract

Internet-based applications have become part of people’s daily life due to rapid develop-

ment of the Internet in the last decade, where sponsored search auction and cloud computing

service are two typical representatives. Both of them have achieved great success in the industry

and attracted much attention from the literature. There have been plenty of works investigat-

ing the modeling, equilibrium computation and revenue optimization problems in the market,

which, however, have many shortcomings and the application of their methods to the real world

is limited. First, the market modeling needs to trade off between the complexity and accuracy

of the model, while existing models are not perfect, e.g., lack of consideration of bounded ratio-

nality, incomplete information and dynamic demand. Second, previous works on equilibrium

analysis focus on Nash equilibrium, which, however, is impractical in the real market because

it requires the players to be perfectly rational and to know all information in the market, includ-

ing competitors’ private information. Third, the works on revenue optimization usually ignore

incomplete information, competition or dynamic demand in the market and hence their meth-

ods are not optimal. To address the above problems, this thesis proposes more comprehensive

market models, more practical equilibrium concepts and better strategies based on sponsored

search auctions and cloud computing service. The main contributions of this thesis are shown

below.

1. This thesis investigates bounded rationality in sponsored search auctions (SSAs). The

limitations of Nash equilibrium in the real world is analyzed, including the inability of mod-

eling mixed strategy (real data indicate that most advertisers are using mixed strategies) and

requirement of complete information, and the Quantal Response Equilibrium (QRE) is intro-

duced to address these problems in this thesis. QRE does not assume perfect rationality and can

model mixed strategy. Nash equilibrium is just a special case of QRE. This thesis first designs a

homotopy-based algorithm to compute the QRE and then further reduces the complexity of the

algorithm from exponential order to linearity by utilizing the structure property of revenue func-

tions in SSAs. Besides, this thesis develops a parameter estimation algorithm through fitting

the QRE model into real data. Experimental results show that the speed-up algorithm is much

more efficient, which can be used to compute the QRE in large-size SSAs, and the accuracy of

the estimation algorithm is higher than that of mixed-strategy Nash equilibrium.

2. This thesis studies the revenue optimization problem of SSAs with unknown informa-

tion. Myerson theorem provides the foundation of revenue optimization with known advertise-
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ment value distribution. This thesis considers more practical situations, i.e., the distribution is

unknown and there is not historical data, to knowwhich a sampling procedure is necessary. This

thesis first formulates the problem of setting proper sample size to maximize search engine’s

overall revenue in finite horizon as a constrained integer optimization, the solution of which is

robust and dose not depend on the distribution. Then the original optimization problem is con-

verted into an equivalent constrained continuous format. This thesis proves the existence and

uniqueness of the optimal sample size through analyzing the property of the objective function,

and designs an efficient algorithm with exponential convergence. The experiments show that

the revenue by using methods proposed by this thesis can achieve 90% of the maximal revenue

in theory.

3. This thesis investigates the long-term revenue optimization problem for cloud comput-

ing service. By considering characteristics of the cloud market, including the increasing num-

ber of users, incomplete information and competition between providers. This thesis proposes

a more comprehensive stochastic-game-based model and formulate the optimal strategy as a

Markov Perfect Equilibrium (MPE). The stochastic game can be divided intomany normal-form

sub-games. Traditional methods need to repeatedly update state values to converge to a near-

optimal solution and are of exponential complexity with respect to the number of sub-games.

This thesis designs a dynamic-programming-based algorithm, which reduces the complexity to

linear order. Besides, an approximate algorithm is proposed to compute the expected immedi-

ate profit, which shows high approximation ratio and can significantly improve the efficiency

of the algorithm. Experimental results indicate that the algorithms in this thesis can efficiently

compute the MPE and compared with state-of-the-art methods, the algorithms can achieve the

highest revenue for providers.

4. This thesis studies the dynamic demand problem of cloud computing service. Based on

the analysis of supply and demand, this thesis proposes a model to describe resource utilization

in competitive cloud market. The unreachable property of Nash equilibrium is demonstrated in

this thesis and then the pricing strategy is defined as a more practical approximate equilibrium.

This thesis designs an algorithmwhich is ensured to converge and derivesmany properties of the

approximate equilibrium, including the monotonicity of dynamic pricing and convexity of the

revenue function, and use them to further improve the efficiency of the algorithm. Experiments

show that the proposed equilibrium strategy outperforms existing dynamic pricing strategies.

In summary, this thesis develops new models to cover the shortages of previous works and

designs efficient algorithms to solve the corresponding problems. Experimental results indicate

that the proposed methods get better performance than existing state-of-the-art achievements in

the literature.
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第一章 绪论

1.1 研究的背景及意义

近十年来，基于互联网的经济活动已慢慢融入人们的日常工作和生活，其中的典型

代表包括还在快速发展期的付费搜索广告业务和云计算服务，它们已经成为了人们（尤

其是科技工作者）重要的工具。基于付费搜索的广告竞标业务和基于云计算的服务为工

业界创造了巨大的商业价值，同时也掀起了了学术界的研究热潮。

根据美国交互广告署（Interactive Advertising Bureau）的报道，2012年全球的在线

广告收入达到了 365亿美元，这个数字相比于 2011年的 314亿美元上涨了 15%。作为

在线广告的一种主要形式（其他形式的有如实时竞价广告（Real Time Bidding）），付

费搜索广告业务在 2012年的收入占到了全部在线广告业务收入的 46.3%（即 169亿美

元）[1]。而根据 Smart Insight的报告，2016年移动端和桌面端的付费搜索广告的总收

益达到了约 2000亿美元 1⃝。鉴于商业搜索引擎（如谷歌（Google），必应（Bing），百度

（Baidu））的巨大成功，以及搜索的庞大用户量，会有越来越多的公司使用付费搜索广

告业务。这种广告服务通常由三部分组成: 第一部分与广告商交互，收集他们要竞价的

关键词组以及他们的出价等信息，为每个关键词组设置保留价格；第二部分则与用户交

互，通过用户搜索的关键词组，选出一部分相关的参与竞价的广告，然后按照一定规则

将它们排序，最终显示在搜索页面上；第三部分负责向广告商收取相关费用，常用的收

费制度包括: 1）按显示收费（Pay-Per-Impression，PPM），即每当广告商的广告被显示

在搜索页面上则收取一定费用，2）按点击收费（Pay-Per-Click，PPC），即用户每次点击

一个广告则向其投放者收取费用，3）按行为收费（Pay-Per-Action，PPA），即只有用户

在通过广告链接跳转到指定页面并完成指定动作以后才向广告商收费。总体而言，PPM

模式对搜索引擎更有利，而 PPA模式更受广告商青睐，作为折中，目前大部分商业搜

索引擎使用 PPC的收费模式。哪些广告被显示、如何对被选中的广告排序以及如何向

广告商收费是工业界和学术界研究的核心问题，搜索引擎通常通过一个竞价机制完成这

些任务。竞价机制也经历过一些变迁，最初 Overtrue引入了第一价格竞标（Generalized

First-Price Auction，GFP），即收取的费用等于广告商出的竞标价，这种机制随后被证明

不能形成一个有效且稳定的纳什均衡，随后谷歌提出了广义第二价格竞标（Generalized

Second-Price Auction，GSP）, 即对一个广告商收取的费用等于排在其后一位的广告商

出的竞价。目前 GSP已经主导了整个付费搜索市场，几乎所有的商业搜索引擎都在用

GSP。

1⃝ https://www.smartinsights.com/search-engine-marketing/search-engine-statistics/
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付费搜索是互联网经济的一个典型代表，近些年新兴的云计算服务则是另一个成功

典范。谷歌和亚马逊大约于 2006年相继推出了自己的云服务，随后云计算行业经历了

飞速发展的十年。一个云平台通常包含能向用户租出的设备、平台和软件（应用）等。

在工业界，云服务根据用户选择的服务形式具体可划分为设备即服务（Infrastructure as

a Service，IaaS）、平台即服务（Platform as a Service，PaaS）和应用即服务（Software

as a Service，SaaS）[2]。其中 IaaS提供实体机器（如 CPU，GPU，内存）、虚拟机（如

VMWare，Xen，HyperV）以及一些管理工具（如 IBM Tivoli，Racwise）；PaaS提供一

些平台架构的服务，如 Jave，.Net，Python等，典型代表包括Microsoft Azure和 Google

AppEngine；SaaS则主要用于构建商业程序、网页应用和多媒体等，这方面Google Apps、

Facebook和 Youtube很具代表性。云计算服务使得人们从安装、配置、更新和维护各种

软件和硬件的繁重体力劳动中解放了出来，能够将主要精力放在待解决的问题上，因而

越来越多的人开始使用云服务。创建伊始，云计算的用户主要集中在企业级别，随着硬

件成本的降低和服务的多样化，个人用户数量呈现出不断增长的趋势。国际数据公司

（International Data Corporation）的一份市场研究报告指出，云服务的商业产值从 2008年

的 160亿美元增长到了 2012年的 420亿美元 [3]。根据市场研究媒体（Market Research

Media）的预测，云服务将保持 30% 的复合年增长率（Compound Annual Growth Rate，

CAGR），其全球总产值将于 2020年达到 2700亿美元 1⃝。云计算的蓬勃发展吸引着更

多的公司加入这个行业，如今比较成功的有如谷歌的 GCP 2⃝，亚马逊的 AWS 3⃝，微软的

Azure 4⃝等，市场竞争日趋激烈。

付费搜索广告和云计算在工业界取得巨大成功的同时，也引起了学术界的关注。广

大学者对这两种经济模式进行了深入的研究 [4,5],包括对参与者行为模型的研究 [6–8]，

价格优化 [9–11]，机制设计 [12–14]等。在这些研究当中，博弈论是最为常用的工具，因

为其能够有效地分析、预测和控制利己主义个体的行为，从而为服务提供商和用户的决

策提供有用的帮助。博弈论是一门用数学模型研究理性的智能体之间的对抗和协作问题

的学科 [15,16]，和经济学一直有密不可分的关联 [17,18]，这种关联可以追溯到 1944年

《Theory of Games and Economic Behavior》[19]一书的出版，此后博弈论被广泛应用于

研究各种经济市场的各种问题，例如竞拍 [20,21]、均衡分析 [22,23]和公平分配 [24,25]

等。此外，博弈论也是安全领域 [26,27]和计算机科学 [28,29]的主要研究课题之一。博

弈论模型在现实世界的应用很多，如美国海岸警卫队的 PROTECT系统 [30]和洛杉矶

机场的 TRUSTS系统 [31]。付费搜索广告业务和云计算服务中的参与者（包括服务提供

商和用户）往往都是理性和利己主义的，即他们的目标是最大化自己的收益，因此博弈

1⃝ https://www.marketresearchmedia.com/?p=839
2⃝ https://cloud.google.com/
3⃝ https://aws.amazon.com/
4⃝ https://azure.microsoft.com/
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论是最为有效的研究工具之一。然而，目前的研究成果还有很多不足之处，如对参与者

个人的理性以及对对手的建模还不十分准确，对市场各种因素的考虑还不十分周全，从

而导致服务商最终的定价并非最优，这将导致大量的收益损失。本文旨在用博弈论的方

法，以付费搜索广告业务和云计算服务为研究模型，来解决互联网经济活动中一些关键

问题，如有限理性、定价、均衡分析、机制优化等，提出更准确的市场模型，帮助服务

商在激烈的市场竞争中寻找更优的策略，制定更合理的价格，从而进一步提高其收益。

付费搜索广告和云计算服务分别代表了互联网经济活动中的两类主要形式。其中付

费搜索领域由于谷歌占了全球搜索市场 80%左右的份额，该市场呈现出了垄断的形式，

于是对付费搜索服务的研究主要集中在对某一特定搜索引擎的广告商行为的建模，以及

对该搜索引擎的收益优化。而云计算领域由于不同服务商提供的云计算资源之间的差

别较小，提供商之间的竞争比较激烈。此外，付费搜索和云计算服务的另一个区别在于

付费搜索提供的服务量（即广告位的数量）通常远远小于用户需求，而在云计算平台经

常会出现计算资源闲置的现象，因此优化库存与需求之间的匹配程度是云计算领域要考

虑的一个问题。因此，付费搜索服务代表了垄断且供小于求的一类经济活动，如各种拍

卖和竞标活动，而云计算服务代表了服务商之间竞争激烈且供需动态变化的一类经济活

动，如租车和酒店预订服务等。因此对这两者进行研究得到的成果具有可拓展性，能够

应用到其他相关领域。

1.2 研究的问题和挑战

本文以付费搜索广告和云计算作为具体研究对象，利用博弈论的方法来分析以它

们为代表的互联网经济活动中的模型建立、均衡计算和收益优化问题。由于纳什均衡

[32–34]是博弈论中最基本的研究问题，在各个经济活动领域中都有对纳什均衡的研究，

主要包括纳什均衡的求解和性质分析。收益优化问题往往与均衡分析不可分割，因为收

益的计算依赖于对模型中各个参与者行为的建模，如果参与者都是理性的，那么其策略

很有可能会构成一个均衡。下面介绍在付费搜索和云计算服务的研究中要解决的主要问

题和面临的挑战。

市场建模。在付费搜索服务中，目前主流的搜索引擎都在使用 GSP机制，该机制

本身并不复杂且已相对稳定，因此对市场建模的难点主要来自于对用户（即广告商）行

为的预测。GSP机制中的大部分参数对广告商来说都是未知的，如参与竞标的总人数和

广告的点击率等。在现实世界中，广告商获取这些知识的能力是不同的，在博弈论中，

这种能力被称为理性程度。因此，对广告商的建模需要考虑这些因素。在对广告商建立

合理模型的基础上，搜索引擎才能通过调整机制中的参数来获取更多的收益。而现在已

有的工作为了易于分析，通常认为所有广告商都是完全理性的，如何在弱化这个假设的

同时还能获得有意义的结果是本文面临的挑战。不同于付费搜索已经相对成熟的竞价机

制，云计算平台目前尚未形成一套公认的定价体系。由于用户都是利益驱动型的，云计
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算服务提供商之间必须通过设置合理的价格来争取更多的用户。制定价格时需要同时

考虑用户黏性、需求对价格的敏感性、维护平台资源的费用以及当前价格对未来收益的

影响等等。一方面，模型越能贴合现实，其复杂度往往会越高，从而求解最优定价策略

就会更难；另一方面，模型越简单，其对真实世界的解释能力就越弱，但求解起来就会

相对简单一些。因此，如何平衡云计算市场模型的复杂度和可解性是本文面临的另一挑

战。

均衡求解。本文要研究的第二个问题是付费搜索市场和云计算市场中的均衡的求

解与分析。目前已有很多相关工作研究两个市场中的纳什均衡。然而，达到纳什均衡的

条件是参与者知道这个市场中的所有信息，包括对手的私有信息。这种条件在现实世界

中是无法满足的。例如付费广告中对手广告的价格，云计算中用户的喜好和需求量以及

对手的资源数量等。因此，纳什均衡通常只限于理论研究，而实际应用中参与者之间往

往达不到纳什均衡。本文要深入研究付费搜索和云计算市场的特性，旨在找到具有实际

指导意义的均衡概念，这当中面临的挑战是如何在不完全信息的条件下获得有意义的策

略。此外，考虑到两个市场中的用户量都很大，本文还要设计高效的算法来以求解实际

规模的均衡策略。

收益优化。收益的优化建立在市场模型和均衡策略的基础上的。在付费搜索广告竞

标中，搜索引擎可以通过调整保留价格来优化自己的收益。已有的工作提供了当广告的

价值已知时求解最优保留价的方法，然而，在现实世界中广告的价值是广告商的私人信

息，搜索引擎无法得知。因此在广告价值未知的情况下优化收益是本文面临的又一挑

战。在云计算领域，计算资源的定价会影响用户的需求量，一般而言，价格越低越能吸

引更多的用户，但是单位资源带来的收益会降低，反之，价格越高用户越少，但单位资

源收益会越高，因此，收益优化的挑战在于如何根据资源的使用率动态调整价格，使得

期望收益最大化。此外，考虑到不断增加的用户量和不断降低的硬件成本，现实世界中

云资源的价格有不断降低的趋势 [35]，如何制定一个考虑长运利益的价格策略也是本文

要研究的问题。

1.3 研究现状

第1.1章介绍了付费搜索广告和云计算服务在工业界取得的巨大经济效益，本章分

为两个部分，分别阐述付费搜索广告竞标和云计算服务在学术界的研究现状。

1.3.1 付费搜索广告竞标研究现状

国内外的科研人员对付费搜索广告进行了多方面多角度的研究，研究课题的侧重点

也有很大差别，总结起来主要的方向有关键词推荐 [36–38]，词条扩展和广告选择 [39–

41]，点击率预测 [42–44]，有限预算 [45–47]，机制设计 [48–50]等。Broder等人在斯坦
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福大学开设了一门课程–《Introduction to Computational Advertising》1⃝，专门研究付费搜

索广告。

付费搜索广告竞标（Sponsored Search Auction）最早是 1997年由 Overtrue引入的，

其当时使用的是 GFP[51–53]。随后，学者们发现 GFP是不稳定的 [51,53]（即不存在纳

什均衡），这对于广告商和搜索引擎来说都是不好的性质。之后，谷歌提出了 GSP，有

效解决了这个问题。从此，GSP在工业界成为了付费搜索广告领域的黄金标准，绝大多

数的商业搜索引擎都采用 GSP作为他们的竞价机制。同时，学术界的主要研究对象也

集中在 GSP，来自不同行业的学者研究了 GSP的各种性质以及如何进一步改善 GSP以

使得竞价的机制更优。从这些研究中诞生了很多关于机制优化和博弈分析的学术成果。

本文的研究重点是基于 GSP的均衡分析和机制设计，关于付费搜索广告的其他方向研

究成果，读者可参考综述类文献 [1,4,54]。

1.3.1.1 均衡分析

广告商的广告每次被点击，其便有一定的（期望意义上的）利润，通常将这个利润

称做广告的价值。如果一个广告商出的竞价等于他的广告的价值，则他的行为被称为真

实出价。从博弈论的角度看，搜索引擎希望能有一个机制使得广告商的最优定价便是他

们广告的价值，因为这样就避免了广告商干预竞标机制的可能性（理性的人总是选择

最优的策略）。然而，GSP并不能保证真实出价，也就是说，真实出价不是一个纳什均

衡，出价低于广告价值对广告商来说是一个更好的策略 [20,55]。正因为如此，学术界

提出了各种非真实出价的均衡的概念来描述广告商的行为，并深入研究了各种均衡的

性质。Border等人 [56]证明了在 GSP中可能存在多个纳什均衡。Edelman等人 [20]提

出了局部无嫉妒均衡（Locally Envy-Free Equilibrium，LEFE）的概念，在这种均衡条件

下，任何一个广告商都不能通过交换他和他前面一位的位置来获得更高的收益。LEFE

被 Edelman证明了是一个稳定的分配。在所有 LEFE中，搜索引擎的收益最低的被称作

最低收益无嫉妒（Lowest-Revenue Envy-Free，LREF）均衡，Edelman证明了当设定一

个合适的保留价时，广告商不能达到一个比 LREF收益更高的均衡。Cary等人 [57]证

实了如果广告商的策略是采取当下最优出价（即贪婪策略），则整个系统最终会收敛到

LREF。Varian [55]提出了对称纳什均衡（Symmetric Nash Equilibrium，SNE），该均衡

的定义是任何一对广告商都不能通过交换位置来提高收益，同时，Varian证明了在 GSP

中存在一个 SNE，其收益是所有可能的纳什均衡中最高的。可以验证得出 LEFE和 SNE

本质上是相同的，二者均是完全信息下的纳什均衡的一个子集。在不完全信息的设定

下，广告商的广告价值被假设成服从一个概率分布，且该分布是公开的信息。Gomes和

Sweeney [58]给出了在不完全信息的情况下，GSP中有效的贝叶斯纳什均衡存在的充要

条件。此外，一些研究人员还提出了前瞻纳什均衡（Forward Looking Nash Equilibrium，

1⃝ http://www.stanford.edu/class/msande239/
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FLNE）的概念 [59,60]。除了研究均衡本身的性质，还有很多研究工作关注广告商如何

达到均衡状态。Cary等人 [57]提出了一种特殊的最优响应策略，被称作平衡竞价策略

（Balanced Bidding Strategy），该策略本质上等价于 [61]中提出的 FLNE，最终收敛到一

个稳定点使得搜索引擎的收益等于 Vickrey–Clarke–Groves（VCG）机制 [20,55]的均衡，

作者还给出了收敛速度。Vorobeychik和 Reeves通过仿真实验说明了平衡竞价策略是非

常稳定的，即广告商不采取这种策略所能得到的额外收益很小 [62]。Nisan等人 [63]证

明了在 GSP中，如果其他广告商都采取最优响应的策略，那么自己的最好的策略也只

能是最优响应，从而解释了为什么最优响应是个合理的假设。

以上这些研究工作有个共同的不足是都假设广告商是完全理性的，即他们知道所有

信息并能够精确计算出每个竞价的收益，从而总是能够找到最优响应的策略，然而，在

现实世界中，这种强假设很难成立，由于广告商对收益的计算以及对对手策略的估计都

是有误差的 [8,64]，因此广告商并不知道自己的最优响应策略是什么。本文将对 GSP中

非完全理性条件下的均衡进行深入研究。

1.3.1.2 机制设计

机制设计是搜索引擎关注的核心问题，对于搜索引擎来说一个好的竞价机制应该具

备以下性质: 1，机制简单，容易被广告商理解；2，广告商的最优策略形成一个均衡点从

而保证他们的行为是可预测的；3，可以给搜索引擎带来较高的收益。VCG的最好的性

质是真实出价是纳什均衡，然而 VCG本身的收费机制过于复杂（一个广告商支付的费

用等于由于他的出现导致的其他广告商损失的利润），而且当广告商出价相同时，GSP

带给搜索引擎的收益要高于 VCG的，因此现在搜索引擎很少再用 VCG。大部分研究工

作集中在设计一个更好的 GSP机制，其中保留价的设定是一个重要的研究方向。在完

全信息的条件下，Edelman等人 [20]（Varian [55]）研究了 GSP在 LEFE（SNE）下的收

益，他们指出 LEFE（SNE）在最坏的情况下的收益也要高于 VCG的均衡收益。Lucier

等人 [65]研究了 GSP中其他形式纳什均衡的收益，分析指出搜索引擎使用 GSP的收益

可能比使用 VCG低很多，然而如果去除排在第一位的广告商的费用，则 GSP带来的收

益最差情况下等于VCG的一半。Lucier等人进一步证明了上述的界限是紧的，而且不受

保留价格的影响。不完全信息假设搜索引擎并不明确知道每个广告商的广告价值，但知

道它们的价值服从一定的分布。著名的关于最优竞价机制设计的 Myerson定理 [66–68]

给出了如何在这种设定下优化保留价从而最大化搜索引擎的收益的基本思路: 当只有一

个广告位且广告商的广告价值满足独立同分布时，最优的竞价机制是将保留价格设置

为虚拟价值函数零点的第二价格机制。Edelman和 Schwarz [12]将这个理论扩展到了更

加通用的情况，即搜索页面有多个广告位，并证明了如果虚拟价格函数满足正则性质，

则使用最优保留价格的 GSP是最优的机制。Thompson和 Leyton-Brown [14]研究了当

squashing也是考虑因素时如何优化保留价。Sun等人 [69]经过研究发现，当广告的权重
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不同时，GSP中的保留价依赖于具体的广告权重。

上述所有关于非完全信息下机制优化的工作都假设搜索引擎知道广告商的广告价

值的分布，在此基础上计算最优保留价格。然而，在现实世界中，广告的价值是广告商

的私人信息，搜索引擎必须通过一定的采样来收集分布信息，然后才能计算最优保留价。

Ostrovsky和 Schwarz [9]利用雅虎（Yahoo）的付费搜索广告数据集做了如下实验: 他们

假设广告的价值服从一个对数正态分布，然后用仿真的方式推测分布的参数，再用推测

的参数计算最优保留价。实验结果表明由此得出的保留价可以有效提高搜索引擎的收

益。Sun等人 [70]提出了用最大似然估计的方法来预估分布参数。Cole和 Roughgarden

[71]则直接用采样的数据来计算最优保留价，而不用先估计分布参数，但他们的方法是

基于一种比较简单的机制，即所有获得广告位的广告商支付同样的费用。以上工作研究

了如何通过采样来计算最优保留价，却没有考虑由于采样过程使用的保留价并非最优

而导致的收益损失。显然，当考虑有限时间段内的收益时，花越多的时间采样对最优保

留价的估计越准，同时采样阶段的收益损失也越多，反之，采样时间越短带来的前期收

益损失越小，但对最优保留价的估计也越不准，后期使用估测的保留价的收益损失就越

大。因此，搜索引擎必须权衡两方面的收益，决定用多少时间来采样以最大化全局收益，

即必须找一个最优采样数。Bulow和 Klemperer [72]提出了一些计算采样阶段收益损失

的基本方法，但他们的模型与文献 [71,73]中的一样过于简单，无法应用到 GSP中。本

文将深入研究 GSP中采样数和保留价优化问题。

1.3.2 云计算服务研究现状

在如今的信息化和大数据时代，无论是工业界还是学术界都需要大量的计算资源来

处理信息和数据，传统的本地式的计算资源已远远不能满足人们的需求，云计算服务应

运而生。云计算不仅在工业界发展迅猛，也成为了学术界热门的研究课题，这些研究工

作大体上可以分为以下几个大类: 1，能源管理，设备是云计算服务的核心部件，一个云

计算中心往往包含数百万的服务器、存储和网络设备，这将消耗大量的能源，例如亚马

逊的云计算服务的总预算的 42%是与能源相关的（这其中包括 19%的供电设备和 23%

的冷却设备），关于这方面的研究工作读者可参考 [2,5]；2，云计算性能，这部分工作主

要考虑云计算的性能的评估和优化，例如规划工作流和平衡负载等 [74,75]；3，数据管

理，这个课题主要研究大规模和分布式数据在云计算中的管理，如数据冗余处理 [76]、

数据挖掘 [77,78] 和分布式数据集成 [79] 等；4，数据安全，这一直是云计算比较关心

的问题，目前已经有很多相关的研究工作 [80,81]；5，定价机制，该方向主要从经济学

的角度来分析如何制定合理的价格（动态的或固定的）来使云服务提供商的收益最大化

[11,82]。本文着重于利用博弈论的相关理论来研究云计算中 IaaS模式的定价问题，寻找

在不断变化和竞争的市场中合理的价格策略，帮助服务提供商更高效地利用自己的资源

及提高收益。
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接下来本文将从两个角度来分析和研究最优定价的相关文献。第一，基于长期收益

的价格优化。考虑到云计算市场是不断演化的，即用户量再不断增大，同时边际成本

在不断减小（由于硬件和能源成本逐渐降低而导致），如何制定随时间变化的价格从而

最大化长远收益是一个值得研究的问题。Feng等人 [82]提出了一个非协作的竞争模型，

该模型计算服务商在不考虑长期利益下的均衡策略。有些工作研究了服务商随时间变

化的最优价格 [83,84]，然而市场中只有一个服务商的假设与现实世界不符，这些模型

的实用性不高。一些学者侧重于研究用户在不段演化的市场中的行为，却忽略了多个服

务商之间的竞争行为 [10,85]。Xu等人 [11]提出的模型虽然考虑了用户的行为和市场竞

争，但模型过于简单，即他们认为市场中只有一个自主优化价格的服务商，其他服务商

只是简单地模仿那个自主定价服务商的策略，这种模型并不适用于今天的多巨头的云计

算市场，因为每个大的厂商都不是简单地模仿他人的策略。文献 [86]中的模型虽然考虑

到了市场竞争，但他们的算法只能应用到含有几个用户的市场，无法应对现实世界中庞

大的用户量。Truong-Huu和 Tham [87]用一个离散选择模型来描述用户的行为，但忽略

了服务商并不知道用户的私人信息这个事实。本文将提出一个更加准确的模型来模拟真

实的云计算市场，将市场的发展变化、市场竞争、用户的不完全信息这些因素都考虑进

来，然后给出一个基于时间变化的最优价格策略来最大化服务商的长期收益。

第二，基于设备利用率的价格优化。在云计算市场发展的每一个阶段，服务商的设

备利用率是变化的，由于用户往往都是对价格很敏感的，随着利用率的变化动态调整

价格是一个很重要的策略。动态定价在传统的一些服务上起到了重要作用，如汽车租

赁 [88]和酒店预订 [88,89]。相比于传统服务业，云计算领域的竞争更加激烈。由于云

计算属于在线服务，用户可以随时选择任何服务商，因而商家面对的对手更多，竞争更

加激烈，而传统行业的用户一般就近选择服务商，因此竞争是制定最优动态定价时的一

个重要考虑因素。学术界最常用的描述用户需求的模型是泊松过程 [84,90–92]，然而这

些工作却没考虑服务商之间的竞争。Xu和 Hoop[93]则提出用几何布朗运动（Geometric

Brownian Motion）来描述用户的需求并用完美贝叶斯均衡来模拟提供商的行为。此外，

Levin等人 [94]研究了用子博弈完美均衡来表征动态定价。然而，以上研究工作的重点

是一次性的库存补给问题，并不能应用到商品（设备）可重复利用的云计算市场。本文

将深入研究云计算中设备利用率（用户需求）和价格之间的关系，综合考虑市场竞争等

因素，建立合理的数学模型并求解服务商的最优动态定价。

1.4 本文主要贡献

第1.2章介绍了本文要研究的主要问题和面临的挑战，在解决这些具有挑战性的问

题的过程中，本文主要做了四个研究工作，这些工作的主要贡献总结如下：

• 付费搜索广告中广告商的有限理性模型研究。本文弱化了广告商是完全理性的这

个假设，引入了质反应均衡（Quantal Response Equilibrium，QRE）的概念。在这
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第一章 绪论

种均衡下，期望收益越高的纯策略被选择的概率越高，但广告商无法获取市场上

的所有信息，所以无法找到最优的纯策略。质反应均衡更符合真实世界中广告商

的行为，纳什均衡只是它的一个特例。本文基于同伦（homotopy）转换的思想实

现了一个高效算法来求解付费搜索广告竞标中的质反应均衡。算法中要频繁计算

广告商采用不同纯策略的期望收益，为了加速计算这些数值的速度，本文深入研

究了在 GSP机制下广告商期望收益的特殊结构，提出了一个基于图的收益表示

方法，极大地降低了计算期望收益的复杂度，提高了算法的性能。此外，本文用

质反应模型去拟合真实数据，由此来估测模型中的未知参数，如广告价值和点击

率等。

• 付费搜索广告中的收益优化。在假设广告商采用同一均衡策略的前提下，本文研

究了如何通过设置保留价来优化搜索引擎的收益。Myerson定理给出了在一些简

单的机制中优化保留价的理论基础，其中最重要的条件是搜索引擎知道广告的价

值分布。但在现实世界中，广告价值是广告商的私人信息。在广告价值分布未知

的情况下，本文提出了一个采样-预测-实施的框架来帮助搜索引擎最大化全局收

益。文中证明了采样阶段和实施阶段的收益的下界，给了利用样本预测最优保留

价的方法及误差的理论保证。采样数直接影响着全局收益：采样时间越长预测的

最优保留价越准，后期的实施阶段收益越高，但采样阶段的损失越大，反之则相

反。本文证明了最优采样数存在且唯一，并设计了一个具有指数收敛速度的算法

来计算最优采样数。

• 云计算服务中的马尔科夫完美均衡和长远利益优化。云计算市场正属于飞速发

展的阶段，一方面用户数量在不断增加，另一方面随着技术的进步，服务商的

边际成本在不断降低。本文研究了市场演化的因素和趋势，提出了一个基于长

远利益的价格策略。市场的演化被模拟成一个离散时间的随机博弈（Stochastic

Game）过程，优化长远利益的定价策略被规划成马尔科夫完美均衡（Markov

Perfect Equilibrium，MPE）。经典的 Q-learning之类的算法能用于求解随机博弈

的最优策略，但其时间复杂度是子博弈个数的指数级函数。本文提出了一个基于

动态规划的算法来求解最优定价，计算复杂度降到了子博弈个数的线性级别。

• 云计算服务中的近似均衡和动态定价优化。在云计算市场发展的每一个阶段，服

务商平台上的计算资源的数量会随着用户的需求动态变化。当不同的服务商提供

的计算资源差别不大时，价格就成了决定用户去留的关键因素。价格设置太高则

会导致资源闲置的现象，设置太低则会出现供不应求。因此，服务商需要根据使

用率动态调整资源价格使得期望收益最大化。本文综合考虑了服务商之间的市场

竞争和动态供需关系，提出了一个更加贴合真实市场的供需关系模型。在此基础

上，本文阐明了由于市场中存在不完全信息，纳什均衡无法达成，并提出了一个

近似均衡的解的概念。本文分析了该近似均衡在现实中的可行性，同时设计了一
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个算法来帮助服务商求解均衡策略。本文还推导了近似均衡的很多重要性质，如

动态价格关于资源利用率的单调性。实验表明本文提出的均衡策略相比文献中已

有的策略能给服务商带来更高的收益。

1.5 本文组织结构

第2章研究付费搜索广告竞标中广告商的有限理性模型，提出专门的加速算法，并

利用该模型拟合真实数据。第3章研究搜索引擎的收益优化，解决当广告商的价值分布

未知时权衡采样损失和保留价格精度的问题，设计相关算法计算最优采样数。第4章考

虑云计算服务商的长远利益，研究在不断演化的市场中服务商如何设置长远的价格策

略。第5章结合云计算中设备利用率动态变化和市场竞争激烈的特点，研究服务商的在

市场发展的每一个阶段的最优动态定价策略，优化需求与供应关系从而最大化期望收

益。第6章总结全文并讨论未来的工作计划。
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第二章 有限理性模型研究

付费搜索广告竞标长期以来受到了学术界的广泛关注，学者们研究了不同的均衡概

念来理解广告商的竞标策略。然而，对广告商完全理性的假设在现实世界中很难成立。

本章引入质反应均衡的概念，该种均衡能有效地对有限理性建模。由于均衡的计算复杂

度很高，现有的求解质反应均衡的方法在广告竞标中的性能非常差。通过研究广告竞标

中收益函数的特殊结构，本章提出一种基于同伦的算法来求解付费搜索广告竞标中的质

反应均衡。该算法有以下两个创新点：1）本章将广告竞标表示成一个行为图模型，这

样可以在多项式时间内计算广告商的期望收益，此外，本章进一步通过利用广告商的期

望收益之间的相互关系来减少冗余计算从而极大地提高运行效率；2）本章提出了一种

利用质反应模型来估计广告竞标中重要参数的方法并用一个商业搜索引擎提供的数据

做了测试。实验结果表明本章的算法能显著提高广告竞标中质反应均衡的求解效率且质

反应模型能很准确地描述现实世界中广告商的竞标行为。

2.1 引言

付费搜索已经成为了商业搜索引擎（如谷歌，雅虎，必应等）的一个重要的收入来

源，在实际应用中取得了巨大成功 [1,52,53]。当用户在搜索引擎中输入一个关键词时，

除了相关的页面会被列出，一系列经过筛选的广告也会被显示在搜索结果页面上。为了

让自己的广告显示出来，广告商（或称竞标者）需要对该关键词提交一个竞标价格（以

下简称竞价）。大部分情况下，参与一个关键词竞标的广告商数量要远远大于搜索引擎

结果页面能提供的广告位数量，因此搜索引擎需要一个机制来决定哪些广告被显示、如

何对这些广告排序以及如何在广告被用户点击后向广告商收费。

广义第二价格广告竞标（Generalized Second Price，GSP）是当今在付费搜索广告竞

标（Sponsored Search Auction，SSA）中使用最广泛的机制，吸引了很多学术界的目光

[1,48,50,95]。在这些研究中，均衡分析是一个热门的话题，用以研究广告商的行为。文

献 [55]研究了 GSP中的对称纳什均衡并证明了其存在性。文献 [96]定义了一个纳什均

衡的子集，称作局部无嫉妒均衡，该均衡概念实际上跟对称纳什均衡是等价的。文献

[97]进一步证明了 GSP机制中存在多个纳什均衡。前瞻纳什均衡在文献 [59,60]中得到

了深入研究。上述对均衡的研究工作的一个严重缺陷是它们都假设广告商是完全理性

的，即广告商足够聪明，他们总是能找到最优的策略并采取最优的行动。然而，在现

实中，一个广告商可能无法准确预测对手的竞价策略，因此无法找到自己最优响应的

策略 [8,64]。由此，研究广告竞标中的有限理性均衡是很有必要的。本章将质反应均衡

（Quantal Response Equilibrium，QRE）[98–101]的概念引入到 SSA中，该模型能描述有
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限理性且在一般的标准型博弈中有很好的表现。具体而言，由于在现实世界中无法完全

获取竞争对手和市场的信息，广告商不能准确计算自己每一个纯策略的期望收益，QRE

模型假设其中的误差服从一定的分布（例如极值分布 [100,101]），分布的参数通常用来

表征广告商的理性程度。由于这些误差的干扰，广告商们在每次竞标中最大化的收益并

非完全准确，这导致他们表现出来的策略会形成一个 QRE——一个混合策略均衡，其特

点是期望收益越高的纯策略被选择的概率越大。一个广告商越理性，其选择能获得更高

收益的纯策略的概率越大。

本章着重于设计一个高效的算法来计算 SSA中的 QRE，同时研究 QRE模型在现实

世界中的适用性。经推导得出计算QRE等价于求解一组 Browder方程的定点 [102–104]，

其计算复杂度至少是 PPAD-完全的 [32,68,105]。这个问题可以进一步转换成求解一个连

续的非线性方程组。传统的牛顿迭代类型的算法通常只在能提供一个好的初始迭代点的

时候比较有效，然而，在 SSA中这种初始点是很难寻找的。为了解决这个问题，本章

利用同伦（homotopy）转换的思想 [106–108]，该思想已经被用于解一些简单的均衡问

题 [109–112]。同伦算法的优势在于数值稳定性以及很大可能的全局收敛性。一个数学

工具包 Gambit[113]使用了类似的方法来求解标准型博弈中的 QRE，但它的算法是极其

耗时的因而无法被直接用于 SSA。为克服这个难点，本章利用了 SSA相比于普通的标

准型博弈的一些很好的性质，包括独立于细节内容的结构以及广告商期望收益之间的一

些特殊关系，从而优化了计算过程以致能极大地提高算法效率。实验结果表明本章改进

的同伦算法能高效地计算 SSA中的 QRE。此外，本章还研究了如何利用 QRE模型来推

测 SSA中的参数，包括广告商的广告价值和理性程度，以及点击率。本章开发了一个基

于最大似然估计 [114–116]的预测算法。实验表明 QRE模型能很好地拟合真实的数据。

总结起来，本章有两大突出贡献。第一，设计了一个高效的基于同伦和 SSA特殊性

质的算法来计算 SSA中的 QRE。第二，将 QRE模型应用到了真实的数据并做了大量的

试验，验证了 QRE能比纳什均衡更好地描述现实世界。

本章的剩余部分组织如下。第2.2节介绍 SSA和 GSP的基本机制，然后给出 QRE

的定义。基于同伦的算法在第2.3节中被提出，包括加速算法的设计。第2.4节给出参数

估测算法。第2.5节做大量实验来评估算法性能。本章总结在最后一节。

2.2 质反应均衡

本节首先说明研究 SSA中的 QRE的动机，然后提出一些基本的概念和假设，最后

给出 SSA中 QRE的定义。

2.2.1 研究动机

在 GSP中，竞价等于自己的广告价值对于广告商而言并不是一个占优策略，因此

纳什均衡的解的概念成为了一个重要的理解 SSA中广告商行为的方法。学者们已经针

12
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对 SSA提出并研究了很多纳什均衡的概念，其中最被人熟知的是对称纳什均衡 [55]和

局部无嫉妒均衡 [96]，前者的定义为没有任何一对广告商愿意互换他们的位置，而后者

则要求任何一个广告商都无法与排在其前一位的互换竞价来获得更高收益。尽管这些均

衡概念有不错的性质，但是它们的一个共同的缺陷是假设广告商是完全理性的，即广告

商可以完美地知道自己采取不同纯策略的期望收益，从而能够找出最优策略来最大化收

益。然而，完全理性的假设在现实的 SSA中很难成立。因此，一个自然的想法是如何在

弱化完全理性假设的同时仍然得到一个有用的解的概念？本章从现实的 SSA中观察到

一个广告商通常对自己的期望收益抱有不确定性，他们有很大的可能选择期望收益大的

纯策略，但并不总能找到最优的纯策略。为此，本章引入 QRE模型来模拟广告商的这

种行为。

2.2.2 基本概念及假设

本章主要研究广告竞标中的 GSP 机制。用 N 表示广告商的数量，用 K 表示广告

位的数量，通常来说，N ≥ K。符号 [N]表示集合 {1, 2, . . . ,N}。令 vi 表示广告商 i的广

告价值，等价于 i 愿意为每次广告被点击支付的最大价格。v = (v1, v2, . . . , vN) 表示所

有广告商的广告价值集合。用 bi 表示 i出的竞价。θik 是当 i的广告被显示在位置 k 时

被点击的概率，它通常被认为等于广告点击率 αi 和位置点击率 βk 的乘积 [1]。分别用

α = (α1, α2, . . . , αN)和 β = (β1, β2, . . . , βK)来表示广告和位置点击率的集合。一般而言，

位置点击率满足

β1 ≥ β2 ≥ · · · ≥ βK . (2-1)

在 GSP机制中，搜索引擎按照广告商的分数的降序排列他们的广告，其中分数被

定义为

si = αibi. (2-2)

排在最前面的 k ≤ K个广告有机会被展示出来，条件是对应的分数必须不低于一个保留

价 r。如果一个广告被用户点击，对应的广告商支付给搜索引擎的费用等于其维持自己

当前位置需要的最低竞价。

2.2.3 QRE的定义

令 Bi 表示广告商 i的离散竞价策略空间，bi j 表示 Bi 中第 j小的值。将 i的分数空

间定义为

S i = {si j|si j = αibi j, j ∈ [|Bi|]}, (2-3)

13
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其中 |Bi|是空间 Bi的大小。于是有 |S i| = |Bi|, ∀i ∈ [N]。此外定义除了 i之外的其他广告

商的分数的联合空间为

S −i = ×l∈[N]\{i}S l. (2-4)

令 qi j(s−i)和 pi j(s−i)分别表示给定 s−i ∈ S −i 和 si j ∈ S i 时 i获得的位置以及支付的费用，

则 i的收益为

ui j(s−i) =


0, si j < r;

(vi − pi j(s−i))αiβqi j(s−i), si j ≥ r.
(2-5)

用 σi 表示 i的基于空间 Bi 的混合策略，用 σi j 表示采取纯策略 bi j 的概率。类似低，可

以定义 σ = (σ1, σ2, . . . , σN)以及 σ−i = (σ1, . . . , σi−1, σi+1, . . . , σN)。当广告商 i的分数为

si j且 σ−i 给定时其期望收益为

ui j(σ−i) =
∑

s−i∈S −i

P(s−i|σ−i)ui j(s−i), (2-6)

其中 P(s−i|σ−i)表示在 σ−i 给定的前提下除了 i之外的其他广告商的价格向量为 s−i 的概

率。广告商 i对其他人的混合策略 σ−i 的质反应被定义为
1⃝

πi j(σ−i) =
1

λi
· 1

|Bi|
+ (1 − 1

λi
)

eui j(σ−i)λi∑
k∈[|Bi |] euik(σ−i)λi

(2-7)

=
1

λi|Bi|
+ (1 − 1

λi
)

1∑
k∈[|Bi |] e(uik(σ−i)−ui j(σ−i))λi

, (2-8)

其中 λi ∈ [1,+∞)是广告商 i的理性参数。很容易验证得到公式 (2-7)与本章之前对 QRE

性质的描述是一致的，即期望收益越高的纯策略被选择的概率越高。当 λi = 1时，有

πi j(σ−i) =
1
|Bi |，这意味着 i随机从 Bi 中选择策略；当 λi 7→ +∞时，期望收益最高的策

略被选择的概率接近 1。总结起来，λi 代表着广告商 i的理性程度，它的值越大则 i选

择好的纯策略的概率越高。用向量 λ = (λ1, λ2, · · · , λN)来表示所有广告商理性参数的集

合。此时可以给出 QRE的定义 [98,100]。

定义 2.1 一个以 λ 为理性参数的 QRE 是一个混合策略 σ，它满足对所有的 i ∈ [N] 和

j ∈ [|Bi|],

σi j = πi j(σ−i). (2-9)

定义2.1表明 QRE本质上是一组 Browder方程的定点 [102]，且纳什均衡是 QRE在满足

λi → +∞，∀i ∈ [N]时的一个特例。

1⃝ 在最常用的质反应定义中 [100,112]，对所有的 i ∈ [N]，αi 和 λi 分别乘以和除以一个相同的数不会改变最终的

QRE，也就是说 αi 和 λi 在这种形式的定义中实际上是作为一个整体起作用的。为了能够单独研究每个因子的作

用，本章对该形式做了一点改动，但仍保证符合 QRE的性质。

14
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2.3 均衡计算

本节将设计一个基于同伦思想的算法来求解 SSA 中的 QRE，首先给出算法框架，

然后讨论如何利用 SSA的特殊性质来显著地加速算法。

2.3.1 基于同伦变换的算法

本节研究如何在给定 v，λ，α和 β的时候计算 QRE。定义

U =
∑
i∈[N]

|Bi|, (2-10)

从而根据定义2.1可以得到一个连续函数 F : [0, 1]U 7→ [0, 1]U :

Fi j(σ) = πi j(σ−i) − σi j,∀i ∈ [N], j ∈ [|Bi|]. (2-11)

至此可见计算 SSA的 QRE等价于寻找非线性函数 F(σ)的零点。如果能提供一个好的

初始点，可以直接利用牛顿迭代法来解这一问题。然而，对如何寻找这样的起始点通常

没有任何先验知识。正如文献 [106,107]中指出的，牛顿迭代法很容易不收敛，因为一

个坏的起始点被选择的概率很高。

同伦算法的基本想法由两步组成：第一步，首先构造一个易解且解唯一的函数，然

后建立一个连续的从构造的函数到原始要求解的函数的同伦变换；第二步，从求解构造

的函数的零点开始，追踪这个同伦变换所经过的函数的零点构成的路径，直到最后得到

原始要求解的函数的零点。为了设计一个同伦算法，首先要找到一个易解的原始问题的

退化形式。在 SSA中，可以通过令 ui j(σ−i)，∀i ∈ [N]和 j ∈ [|Bi|]，都等于零来构造这样
一个函数 G：

Gi j(σ) =
1

|Bi|
− σi j, i ∈ [N], j ∈ [|Bi|]. (2-12)

显然，G(σ)有唯一的零点：σi j = 1/|Bi|,∀i ∈ [N], j ∈ [|Bi|]。然后可定义基于 F(σ)和G(σ)

的同伦变换函数为 H : [0, 1]U × [0, 1] 7→ [0, 1]U，其满足

Hi j(σ, t) =
1

λi|Bi|
+ (1 − 1

λi
)R(σ−i, t)−1 − σi j, (2-13)

R(σ−i, t) =
∑

k∈[|Bi |]
e(uik(σ−i)−ui j(σ−i))λit, (2-14)

很容易验证得到当 t从 0连续地增加到 1的过程中，上式从 H(σ, 0) = G(σ)连续地变换

到 H(σ, 1) = F(σ)。进一步将 H(σ, t) = 0的解集定义为

H−1(0) = {(σ, t)|H(σ, t) = 0}. (2-15)

根据 Browder 定点理论 [102]，对于一个给定的 t ∈ [0, 1]，一定存在一个 σ(t) 满足

H(σ(t), t) = 0。从 H(·)的定义可以知道 σ(0)和 σ(1)分别对应于 G(σ)和 F(σ)的零点。
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剩下的问题是如何找到一条由 (σ(t), t) ∈ H−1(0)构成的以 (σ(0), 0)为起始点以 (σ(1), 1)

为终止点的路径。考虑到存在转折点 [117] 的可能性，即该路径先后通过的两个零点

(σ(t), t)和 (σ(t′), t′)可能满足 t > t′，因此通过单调增加 t来追踪这条路径是不安全的。

为了避免转折点的影响，可以将 σ和 t同时看做一个变量 a的隐函数，从而将原问题转

换为寻找一个参数化路径

c(a) = (σ(t(a)), t(a)), (2-16)

其满足

H(c(a)) = 0. (2-17)

本章用于追踪这条参数化路径的方法被称为预测-更正法 [106,107]，它的基本思想是生

成一系列满足 ∥H(ci)∥ ≤ ε的点 ci = (σ, t)i, i = 1, 2, . . .来追踪路径 c(a) = (σ(t(a)), t(a))，

其中 ε > 0是一个很小的常数。具体地，给定路径 c(a)上一个已经找到的点 ci，本章用

欧拉预测法来找寻 c(a)上的下一个点 ci+1，如下：

ci+1 = ci +∆ ·
c′(a)
∣∣∣
c(a)=ci

∥ c′(a)
∣∣∣
c(a)=ci

∥
, (2-18)

其中 c′(a)是 c(a)对 a的导数，∆ > 0是步长。由于预测的点很可能不在 c(a)上，需要一

个更正操作来使得 ci+1尽可能靠近路径 c(a)。于是本章采用了高斯-牛顿更正法，如下：

ĉi+1 = ci+1 − H′(ci+1)
+H(ci+1), (2-19)

其中 H′(ci+1)
+是 H(·)在点 ci+1的雅克比矩阵 H′(ci+1)的广义逆矩阵

1⃝ ，̂ci+1是更正过的

ci+1。如果 ∥H(̂ci+1)∥ > ε，则将 ĉi+1 代入到公式 (2-19)来进一步更正它。修正步可能要

执行多次，直到修正过的点达到了精度要求，然后将该点应用到欧拉预测步来预测再下

一个点。这个预测-更正法从 (σ(0), 0)开始一步一步地执行上述操作直到到达 (σ(1), 1)。

现在讨论如何计算公式 (2-18) 中的导数 c′(a) 以及公式 (2-19) 中的雅克比矩阵

H′(ci+1)。首先考虑 c′(a)的计算。通过对公式 (2-17)求导可得到如下方程：

H′(c(a))c′(a) = 0. (2-20)

公式 (2-20)的解为

c′d(a) = µ · (−1)d · det(H′−d(c(a))), (2-21)

其中 c′d(a)，d = 1, · · · ,U + 1，表示 c′(a) 的第 d 个元素 2⃝；H′−d(c(a)) 是将 H′(c(a))

的第 d 列移除后的矩阵；det(·) 是求行列式的操作；µ = ±1 是 c′(a) 的符号。根

1⃝ 一个矩阵 A的广义逆矩阵定义为 A+ = AT (AAT )−1。

2⃝ 假设 σi j 按照其下标的字典序对应 c(a)中的元素且 c(a)的最后一个元素对应 t.
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据公式 (2-21) 可以发现一旦知道 H′(c(a)) 的值，则可以直接计算 c′(a)。此外公式

(2-19) 也涉及到计算 H′(·)。因此接下来本节集中精力研究如何计算导数 H′(·)。为
了方便表示，后文中用 ũi j 来替换 ui j(σ−i)λi。由于函数 H 是一个从 [0, 1]U × [0, 1] 到

[0, 1]U的映射，它的雅克比矩阵包含U ·(U+1)个偏导数，它们可以按以下四种情况分类：

情况 1. i ∈ [N]且 j ∈ [|Bi|]:

∂Hi j

∂σi j
= −1; (2-22)

情况 2. i ∈ [N]， j和 k ∈ [|Bi|]， j , k:

∂Hi j

∂σik
= 0; (2-23)

情况 3. i和 l ∈ [N]， j ∈ [|Bi|]，m ∈ [|Bl|]，i , l:

∂Hi j

∂σlm
= −(1 − 1

λi
)R(σ−i, t)−2

∂R(σ−i, t)
∂σlm

, (2-24)

∂R(σ−i, t)
∂σlm

= te−ũi jt
∑

k∈[|Bi |]
eũikt(

∂ũik

∂σlm
−
∂ũi j

∂σlm
); (2-25)

情况 4. i ∈ [N]， j ∈ [|Bi|]:

∂Hi j

∂t
= −(1 − 1

λi
)R(σ−i, t)−2

∂R(σ−i, t)
∂t

, (2-26)

∂R(σ−i, t)
∂t

= e−ũi jt
∑

k∈[|Bi |]
eũikt(̃uik − ũi j). (2-27)

符号 µ的选择要保证 t对 a的导数，亦即 c′(a)的第 (U + 1)个元素，在点 (σ(0), 0)处是

正的，也就是说

µ · (−1)U+1det(H′−(U+1)(σ(0), 0)) > 0. (2-28)

将 t = 0代入到上面的不等式，再结合情况 1-3，可得到

µ · (−1)U+1 · (−1)U = (−1)2U+1µ > 0, (2-29)

上式说明在点 (σ(0), 0)处 µ = −1。
目前为止本节已经讨论了如何计算公式 (2-18) 和 (2-19)。这样便可以使用上述预

测-更正法来一步步寻找 (σ(1), 1) ∈ H−1(0)。求解 SSA中的 QRE的完整的过程被总结在

算法1中。在第 1-2行将 t赋值为 0并将初始点 c1设为 (σ(0), 0)。第 3行初始化 ∆和 ε。

第 4-9行利用预测-更正法追踪参数化路径 c(a)上的一系列点 ci, i = 2, 3, . . .直到最终找

到 (σ(1), 1)。其中第 5行根据公式 (2-18)利用欧拉预测法和已知点 ci 来预测下一个点

ci+1，然后高斯-牛顿更正法在第 6-7行中不断提高第 5行预测的新点的精度。t 的值在
17
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第 8行被更新。本章在第 9行中利用文献 [106,107]中的渐近展开法来调整步长。最终

结果在第 11行被返回。

Algorithm 1:计算 QRE

1 t ← 0;

2 c← (σ(0), 0);

3 初始化 ∆和 ε;

4 while t , 1 do

5 c← c +∆ · c′(a)|c(a)=c

∥(c′(a)|c(a)=c)∥
;

6 while ∥H(c)∥ > ε do
7 c← c − H′(c)+H(c);

8 t ← c的最后一个元素;

9 调整步长 ∆;

10 (σ, t)← c;

11 return σ;

2.3.2 针对 SSA的高效算法

算法1表明在每一个预测和更正步都需要计算雅克比矩阵 H′(·)。因此计算 H′(·)的
效率将极大地影响整个算法的性能。本节讨论如何通过利用 SSA的一些特殊性质来高

效地计算 H′(·) 进而降低算法1的复杂度。首先，本节将 SSA 表示成一个行为图模型

[118–120]，这样计算 H′(·)的各个元素仅需要多项式时间，而将 SSA看成一般的标准型

博弈则需要指数时间。其次，本节通过利用广告商收益函数之间的特殊关系来进一步减

少冗余计算来提升算法效率。

2.3.2.1 将 SSA表示成行为图模型

正如第2.3.1节中提到的，H′(·) 的元素可以被分为四类，后两类涉及到计算 ũi j 和
∂ũi j

∂σlm
。可以将公式 (2-6)重写为

ui j(σ−i)

=
∑

m∈[|S l |]
σlm

∑
s−il∈S −il

P(s−il|σ−il)ui j(s−il, slm) (2-30)

=
∑

m∈[|S l |]
σlm

∂ui j(σ−i)

∂σlm
,∀l , i, (2-31)

其中

S −il = ×i′∈[N]\{i,l}S i′ . (2-32)
18
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所以要计算 H′(·)等同于计算一组偏导数，即

D = {
∂ui j(σ−i)

∂σlm
|i, l ∈ [N]; l , i; j ∈ [|Bi|];m ∈ [|Bl|]}. (2-33)

如果将 SSA看成是标准型博弈，则计算 ∂ui j(σ−i)

∂σlm
需要遍历 S −il中的

∏
i′∈[N]\{i,l} |Bi′ |个元素。

显然，这种遍历的方法（Traversal Method，TM）的时间复杂度为 O(MN)，即关于 N 是

指数级别的，其中

M = max{|Bi′ |
∣∣∣i′ ∈ [N]}. (2-34)

幸运的是，采用 GSP机制的 SSA中广告商的期望收益有很多特殊的性质可以被用来降

低时间复杂度。这里用分数为 si j的广告商 i做个例子来具体说明。定义

IG = {n|sn > si j, n , i}. (2-35)

类似地，可以定义

IE = {n|sn = si j, n , i} (2-36)

以及

IL = {n|sn < si j, n , i}. (2-37)

假设分数出现平局时位置随机分配，则广告商 i的收益具有如下性质：

1. 当 |IG| ≥ K 时，i的收益总是零。

2. 当 |IG| < K 且 |IG|+ |IE | ≥ K 时，广告商 i有 1
|IE |+1

的概率被分到从 |IG|+ 1到 K 的

任何一个广告位，且其支付的费用为 pi = bi j。根据本节对平局的假设，i在这种

情形下的收益为

1

|IE |+ 1
(vi − bi j)

K∑
k=|IG |+1

αiβk. (2-38)

3. 当 |IG|+ |IE | < K时，i会以等概率 1
|IE |+1

被分至位置 |IG|+1到 |IG|+ |IE |+1。如果

被分至位置 |IG|+ 1到 |IG|+ |IE |，其需要支付的费用为 pi = bi j；如果被分至位置

|IG|+ |IE |+ 1，则其需要支付 pmax
αi
，其中

pmax = max{r, sn|n ∈ IL}. (2-39)

广告商 i在这种情形下的收益为

1

|IE |+ 1
((vi − bi j)

|IG |+|IE |∑
k=|IG |+1

αiβk + (vi − pmax)αiβ|IG |+|IE |+1). (2-40)
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上述性质表明，给定 i的分数 si = si j，其收益仅依赖于 |IG|，|IE |和 pmax，而不取

决于 IG 和 IE 都具体包含哪些广告商以及他们的竞价是多少，也不关心 pmax 是谁出的

竞价。也就是说，SSA 的收益有着很强的独立于具体细节的结构，因此可以被表示成

一个行为图模型。行为图本质上是一个字典树 1⃝，它的每个叶子结点对应于一个三元组

(|IG|, |IE |, pmax)。具体地，当计算
∂ui j(σ−i)

∂σlm
时，因为 1）仅考虑 |IG| < K的情况，2）|IE | ≤ N，

且 3）pmax 最多有 NM种不同的值，行为图最多有 O(KN2M)个叶子结点，因此可以在

O(KN2MN) = O(KN3M)时间内通过动态规划来创建 [118]。相比于将 SSA看做一个标

准型博弈并用 TM方法来计算该偏导的 O(MN)复杂度，这是一个很大的性能上的提升。

2.3.2.2 减少冗余计算

直观上看需要对 D中的 N(N − 1)M2 个偏导分别建立一个行为图以计算偏导的值。

事实上，可以利用 SSA的性质极大地减少冗余计算。定义 σ−il为除了广告商 i和 j以外

的其他广告商的混合策略。于是有

∂ui j(σ−i)

∂σlm
= σlm

∑
s−il∈S −il

P(s−il|σ−il)ui j(s−il, slm). (2-41)

也就是说，可以将
∂ui j(σ−i)

∂σlm
看成是将 l的策略固定为m后，i采取策略 j的期望收益再乘以

一个权重 σlm。因此在构建
∂ui j(σ−i)

∂σlm
的行为图时，可以利用 [118]的算法先处理 S −il中的元

素，然后再考虑 slm。对于不同的 m ∈ [|Bl|]，处理 S −il的过程是一样的，于是只需要为它

们建造一个公共的行为图，基于这个图可以很容易地推导出
∂ui j(σ−i)

∂σlm
，∀m ∈ [|Bl|]的行为

图。这个性质预示着最多只需要构建 N(N − 1)M个行为图便能计算 D中的 N(N − 1)M2

个偏导数。接下来基于以下四个命题做进一步优化。

命题 1 对于所有的 l , i，如果 si j < r，那么 ∂ui j(σ−i)

∂σlm
= 0。

这个命题是很直观的，因为公式 (2-5)表明当 si j < r时 ui j(s−il, slm) = 0。

命题 2 对于所有的 l , i，如果不存在一个 sl′m′，l′ , i且m′ ∈ [|Bl′ |]，满足 si j ≤ sl′m′ ≤ si j+k，

则有

∂ui j(σ−i)

∂σlm
=
∂ui j+1(σ−i)

∂σlm
= . . . =

∂ui j+k(σ−i)

∂σlm
. (2-42)

证明 根据命题的假设，IE 是空集。给定 b−il，除了 i以外的广告商要么属于 IG，要么属

于 IL，且他们的位置在 i的分数从 si j变到 si j+n，n ∈ [k]的过程中不会改变。于是有，对
于所有的 s−il ∈ S −il，

ui j(s−il, slm) = ui j+n(s−il, slm),∀n ∈ [k], (2-43)

因为它们对应相同的 IG、IE和 IL。根据公式 (2-30)，对 s−il取期望便可完成命题的证明。□

1⃝ 字典树是一种数据结构，具体可参见https://en.wikipedia.org/wiki/Trie和 [121]。
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命题 3 对于所有的 l , i，如果 S i = S l，则
∂ui j(σ−i)

∂σlm
和

∂ul j(σ−i)

∂σim
的行为图是一样的。

证明 由于行为图本质上是一个字典树，仅需证明它们有一样的叶子结点。因为 si j = sl j、

sim = slm 且 S −il = S −li，所以对于每一个 s−i = (s−il, slm)，s−il ∈ S −il，得到的三元组

(|IG|, |IE |, pmax)，一定可以找到一个 s−l = (s−il, sim)，s−li ∈ S −li，对应同样的三元组；反之

也成立。由于三元组和行为图的叶子结点存在一一对应关系，命题得证。 □

命题2说明如果 S i 的一个子集 {si j, si j+1, . . . , si j+k} 满足命题中的条件，那么
∂ui j+1(σ−i)

∂σlm
, . . . ,

∂ui j+k(σ−i)

∂σlm
可以直接从

∂ui j(σ−i)

∂σlm
直接推导出来，而不用再额外创建行为图。命

题2无法被应用到广告商拥有相同的分数空间的情况。与之相反地，命题3尤其适用于这

种情况，它可将需要创建的行为图的数量降低到
N(N−1)M

2
。

命题 4 对于所有的 l , i，如果 1）slm1
, slm2

≤ r或者 2）slm1
, slm2

> si j，则有

∂ui j(σ−i)

∂σlm1

=
∂ui j(σ−i)

∂σlm2

. (2-44)

证明 与命题2的证明类似，仅需要证明对于所有的 s−il ∈ S −il，ui j(s−il, slm1
) = ui j(s−il, slm2

)，

该式是成立的，因为 (s−il, slm1
)和 (s−il, slm2

)在命题的假设下对应相同的三元组（|IG|，|IE |，
pmax）。 □

此处用一个广告商拥有相同分数空间的例子来分析命题3和4的作用（方便起见，假

设 r = 0）。给定 i和 l，仅需要计算 j < M 和 m ≤ j + 1时的
∂ui j(σ−i)

∂σlm
，以及 m ≤ M 时的

∂uiM(σ−i)

∂σlm
，因为根据命题4其他情况下的偏导等于 ∂ui j(σ−i)

∂σl j+1
。因此，需要用行为图计算的 D

中的偏导的个数为

(2 + 3 + . . .+ M + M) =
M2 + 3M − 2

2
.

另一方面，当 j和 m给定时，命题3表明 ∂ui j(σ−i)

∂σlm
和

∂ul j(σ−i)

∂σim
可以用一个行为图来计算。在

D中一共有 N(N−1)
2
对呈这种关系的偏导，这导致优化后的计算量一共减少了

N(N − 1)M2 − N(N − 1)
2

M2 + 3M − 2
2

>
3

4
N(N − 1)M(M − 1). (2-45)

由于 D一共含有 N(N − 1)M2个偏导，整体的计算效率被提高了大约 75%。

2.4 参数预测算法

本节提出一个基于 QRE和最大似然估计的算法从真实数据中预测 SSA的参数 v，α

和 β。文献 [122]指出搜索引擎很难精确地预测点击率，50%的误差是很常见的。本章

的模型为搜索引擎提供了一种预测这些参数的方法。
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假设一个 QRE策略 σ已经形成，未知参数 v, λ, α和 β的对数似然为

L(v, λ, α, β|σ) = log(
∏
i∈[N]

∏
j∈[|Bi |]

πi j(σ−i)
σi j) (2-46)

然后可以通过最大化似然函数来推测这些参数，公式如下：

max
v,λ,α,β

L(v, λ, α, β|σ) (2-47)

s.t.



vi ≥ 0, ∀i ∈ [N];

λi ≥ 1, ∀i ∈ [N];

1 > βs ≥ βs+1 > 0, ∀s ∈ [K − 1];

0 < αi < 1, ∀i ∈ [N].

(2-48)

然而，qi j(s−i)并不是 αi，∀i ∈ [N]的连续函数，因此广告商的收益函数也是不连续的。

这导致公式 (2-46)中的似然函数关于 α是不连续的。为了解决这个问题，可将未知的参

数分为两组，然后分步优化两组参数。具体而言，将 v, λ, β分为一组，将 α分到另一组，

在算法的每一轮循环中，先优化 v, λ, β（保持 α不变）再优化 α（保持 v, λ, β不变），当

两组参数都无法再被优化时循环停止。

公式 (2-47)中定义的似然函数 L(v, λ, α, β|σ)相对于第一组参数是连续的。可以通过
解下面的问题优化这些参数：

max
v,λ,β

L(v, λ, α, β|σ) (2-49)

s.t.


vi ≥ 0, ∀i ∈ [N];

λi ≥ 1, ∀i ∈ [N];

1 > βs ≥ βs+1 > 0, ∀s ∈ [K − 1].

(2-50)

由于上述优化问题的目标函数是非凸的，因此很难找到其全局最优点。于是本节通过寻

找一系列局部最优点然后选取最好的一个来提高找到全局最优的概率。

正如前面提到的，似然函数相对于 α是不连续的。以 αi 为例，当其他广告商的广

告点击率 α j, j ∈ [N] \ {i}给定时，可以发现似然函数具有以下不连续点：

{
α jb j

bi

∣∣∣0 < α jb j

bi
< 1, j ∈ [N] \ {i}, bi ∈ Bi, b j ∈ B j}.

这些点可将 αi 的取值空间划分成几个区间，在各个区间上似然函数关于 αi 是连续的。

因此，在优化 α时采用逐个优化 αi, i ∈ [N]的方法，即先固定 α j, j ∈ [N] \ {i}的值然后
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在 αi 使得似然函数连续的各个区间上分别进行优化，之后选取最优的那个值作为最终

结果，形式化定义如下所示：

maxαi L(v, λ, α, β|σ) (2-51)

s.t. αi < {α jb j

bi

∣∣∣0 < α jb j

bi
< 1, j ∈ [N] \ {i}, bi ∈ Bi, b j ∈ B j}. (2-52)

由于上式的优化问题也很有可能是非凸的，为了避免陷入一个不好的局部最优点，也采

用多个初始点进行多次求解然后选择最好的局部最优作为最终结果。完整的解法流程

如算法2所示。第 1行初始化似然值为负无穷并在第 2行中随机生成广告点击率向量 α。

第 3-13行不停地迭代更新两组参数的值。其中第 4行固定 α后更新 (v, λ, β)。为防止算

法陷入无限循环 [123]，第 5行初始化集合 I 用于后面按随机的顺序更新 α的元素，然

后第 6-8行则固定 (v, λ, β)并更新 α。第 9-13行控制算法进程：如果能得到更好的参数，

则继续优化，否则返回当前最好的参数。为了避免陷入局部最后，实验中会多次运行算

法2，然后选取其中最好的结果。

Algorithm 2:参数估测

1 L̂∗ ← −∞;
2 随机生成广告点击率向量 α;

3 while True do

4 固定 α并通过解公式 (2-49)和 (2-50)中的问题来更新 v, λ, β;

5 I ← {1, 2, . . . ,N};
6 while I , ∅ do
7 随机从 I 中采样得到一个元素 i，并将 i从 I 中移除;

8 固定 α j, j ∈ [N] \ {i}以及 v, λ, β，在 αi 的每个连续区间上求解公式 (2-51)

中的问题来更新 αi;

9 L̂← L(v, λ, α, β|σ);
10 if L̂ > L̂∗ then

11 L̂∗ ← L̂;

12 else

13 return v, λ, α, β;

2.5 实验评估

本节通过大量的实验来评估 QRE 求解算法和参数预测算法。本节所有实验均由

C++实现，运行在一台搭载了四核 i7处理器，运行内存 16G，操作系统为 64位Windows

10的设备上。
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2.5.1 QRE求解算法的性能评估

首先比较三种计算 D中所有偏导数的方法：遍历法（TM），行为图法（AGG），行为

图结合上文提出的加速算法的方法（AGGSU）。根据广告商是否有相同的分数空间可将

实验分为两组。在每组实验中，用不同大小的 SSA来测试算法性能，其中 N = 5, 6, . . . , 20

且 M = 5, 10, 15, 20。在所有的实验中，α，β和 Bi，∀i ∈ [N]，分别从区间 (0.1, 1)N，(0.1, 1)K

和 (0,M)M 中采样得到。令 K = ⌊N/2⌋，令 vi = maxbi∈Bi bi，∀i ∈ [N]。每种方法在每种设

定下的运行时间是经过 100次实验的平均值。结果被显示在图2.1中，其中 y轴使用的

是对数坐标且超过 104 秒的数据没有被显示，“-S”和 “-D”分别表示相同和不同分数集

的实验组。由于 TM在两组实验中的运行速度几乎一样，图中仅画出了二者的平均值。
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图 2.1 TM、AGG和 AGGSU的运行时间比较

从图2.1中可以看出遍历法的运行时间随着 N的增加呈指数级增长。对于 8× 10（即
N = 8，M = 10）或更大的 SSA，遍历法不能在 1小时内给出结果。作为比较，AGG和

AGGSU比遍历法高效得多。可以观察到AGGSU-D（AGGSU-S）大约是AGG-D（AGG-

S）效率的 10倍，这验证了第2.3.2.2节提出的加速方法的有效性。进一步注意到当 SSA

大小相同时，AGGSU-S（AGG-S）总是比 AGGSU-D（AGG-D）计算得慢。这是因为

对于 AGGSU-D（AGG-D）来说 IE 几乎总是空的，因此其行为图含有 O(KNM)个叶子

结点，而 AGGSU-S（AGG-S）的含有 O(KN2M)个叶子结点。总体来说，本章提出的

AGGSU方法在所有实验中性能都是最好的。
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表 2.1 QRE求解算法性能评估

N = 10，M = 5 N = 10，M = 10 N = 15，M = 10

∆ 时间 #E #G 时间 #E #G 时间 #E #G

Dy 0.55 5.10 2.40 5.66 5.42 2.38 19.5 8.00 2.44
0.1 1.92 26.0 0.73 18.6 29.1 0.68 82.1 47.0 0.76
0.3 0.85 10.9 1.03 8.58 11.2 1.03 37.8 18.1 1.05
0.5 0.82 7.45 1.71 7.67 8.03 1.37 33.0 12.3 1.83
0.7 0.81 6.76 2.40 7.68 5.45 2.44 26.8 10.7 2.32
0.9 0.82 5.44 2.60 7.92 4.96 2.75 30.1 8.12 3.56
1.1 0.85 4.34 3.25 10.8 5.02 3.03 37.7 10.2 3.91

接下来评估算法1的性能。实验中 SSA的参数如上面所述，此外 λ从 (0, 10)N 中随

机采样生成。此处不对广告商的分数空间做任何额外假设，因此在算法中用 AGGSU-D

来计算 D中的偏导数。实验基于三种不同大小的 SSA。用动态步长（Dy）和几种固定

步长来测试算法1。结果如表2.1所示，其中展示了算法的运行时间（单位秒），预测步的

总步数（#E），以及一个预测步需要的平均更正次数（#G）。从表2.1中可以看出步长较

大时总的预测步数会降低，但是每步需要的更正步数会相应增加，这是由于步长越大预

测的零点越不准。更正步在 ∆ ≥ 1.3时经常不收敛，这说明直接用牛顿迭代法（相当于

只有更正步没有预测步）求解 QRE是不可行的，因为很可能采到一个不收敛的初始点。

当步长 ∆很小时，预测的零点通常已经足够准确，不需要额外的更正步，因此平均的

更正步数有可能小于 1。可以验证当广告商数量 N 和策略空间大小 M给定时，算法1的

运行时间与预测和更正的总步数呈正相关关系。总体来说，动态步长要优于各个固定步

长，且本章提出的算法能高效地求解 SSA中 QRE。

2.5.2 参数预测算法评估

本节评估算法2在不同实验设定下的性能。令 Bi = [M],∀i ∈ [N]，其他的 SSA参数

的设定同第2.5.1节，这样可以大体计算出 αi,∀i ∈ [N]的不连点的个数的下界，具体来说，

因为 0 < α j < 1，所以
α jb jm

bin
, 1 ≤ m ≤ n，一定是 αi 的不连续点。于是对于每一个广告商

来说，其广告点击率的不连续点的个数至少为 1 + 2 + . . . + M =
M(M+1)

2
。本节先用算

法1来根据生成的参数计算得到 QRE策略 σ，然后基于 σ用算法2来反推这些给定的参

数（N和 M除外）。当 σ给定时，可以通过将公式 (2-46)中的 πi j,∀i ∈ N, j ∈ [M],替换为

σi j来求得理论上最大的似然函数值 L∗。本节用Matlab 2016b的“fmincon”函数（内点

法）来解决算法2中第 4和第 8行中的优化问题，并将算法2求解得到 L̂∗与 L∗之间的差

值 L∗ − L̂∗作为衡量算法估测的参数的精度的指标。实验结果显示在图2.2(a)中，其中每

一个点都是 100次实验的平均值，从中可以看出 SSA的规模并没有显著影响算法的性

能。在实际实现当中，全局最优值被初始化为负无穷，每次尝试新的初始迭代点时我们
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都会将算法2的运行结果与当前的全局最优值做比较，如果算法 2的结果大于当前全局

最优值，则更新全局最优值，否则不更新；当连续 5个初始迭代点都不能引起全局最优

值的更新且迭代点总数大于等于 10时，停止尝试新的初始迭代点并返回当前全局最优

值对应的参数。图2.2(b)中展示了算法2的总循环（第 3行）的平均次数随着 SSA的大小

的变化曲线，从中观察到虽然 αi的最少不连续点以 O(M2)增加，但算法2的迭代次数却

以逐渐放缓的速度增加，这说明算法在每一次迭代过程中对参数精度的提升能力并没有

随着不连续点数的增加而线性地降低，这就保证算法可以应用到更大规模的 SSA中。
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图 2.2 参数估测算法性能评估

2.5.3 QRE模型对真实数据的解释能力评估

本节用雅虎公开的关于广告竞标的数据集 [51,124,125]来做实验，这份数据集包含

了超过四个月的广告商的竞价和排序信息。超过 89%的关键词的广告商数量少于 5，数

量的具体分布如表2.2所示。此外可发现，在很多关键词的竞标中广告商的信息是很不

完整的，在四个月中只有几个记录。参照文献 [6]中的做法，本节挑出 70个广告商信息

相对完整的竞价关键词（不包含仅有一个广告商的关键词），并且进一步删除了那些总

是设置一个特别高或者特别低的竞价且从不改变竞价的广告商的信息，因为这些广告商

似乎并没有采取某种策略来优化自己的竞价，这些数据对研究广告商行为没有任何启发

意义。本节将 QRE模型拟合到处理过的数据集中来估计 SSA的参数。具体而言，对于

每个关键词，首先用数据计算广告商的混合策略 σ，然后用算法2来估测 v，λ，α和 β，

接下来，通过将这些参数代入到公式 (2-7)中，可以计算出每个广告商 i的质反应 πi。

本节的第一部分实验是检验对于每一个关键词，是否 πi 等于 σi，∀i ∈ [N]，即检验

从数据中得出的广告商的混合策略 σ是否是一个 QRE。为此，对每一个关键词计算误

差

1∑
i∈[N] |Bi|

∑
i∈[N], j∈|[Bi]|

|πi j − σi j|, (2-53)

然后统计该误差的最大、最小和平均值。结果显示在表2.2中。从表2.2中可以看出，对
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表 2.2 QRE拟合精度

设定 广告商数量 数量占比 最大误差 最小误差 平均误差

1 3 77.14% 0.0732 0.0002 0.0373
2 4 15.71% 0.0813 0.0002 0.0388
3 5 4.29% 0.0922 0.0011 0.0432
4 ≥ 6 2.86% 0.1078 0.0106 0.0592

表 2.3 用 QRE模型估测的参数

关键词 i vi λi αi β L∗

1 66.5 85 .04 .07
1 2 43.0 1078 .03 .06 -3.2804

3 61.4 1602 .03 .05

1 6.00 6251 .13 .15
2 2 1.65 222 .65 .10 -2.6098

3 5.67 4700 .18 .05

绝大部分关键词而言最大误差在 0.09左右，最小误差的数量级为 10−4，且平均误差小

于 0.06，这表明 QRE模型能很好地拟合现实世界中广告商的行为。

第二部分实验仿照 [55] 的做法用两个具体的关键词的例子来详细分析用 QRE 模

型估测的参数。由于 [55] 中提出的对称纳什均衡是一个纯策略均衡，无法解释广告

商的混合策略行为，因此本节将 QRE 模型与混合策略纳什均衡（Mixed Strategy Nash

Equilibrium，MSNE）进行比较来分析二者对真实数据的解释能力。由 QRE 模型估测

的参数显示在表2.3中，通过将这些参数代入到公式 (2-7)中，可计算出每一个广告商 i

的质反应 πi 和期望收益 ui，如表2.4和表2.5所示。从表中可以看出更好的纯策略被选择

的概率更高，这与 QRE的基本性质是一致的。表2.3表明广告商的理性参数彼此之间相

差非常大。需要注意的是公式 (2-7)表明除了理性参数 λi 的量级，广告商 i采取不同纯

策略得到的期望收益之间的差别的量级对其质反应也有很大的影响。以关键词 2 中的

广告商 1 为例，从表2.3中看到 λ1 = 6251，虽然这个值很大，但在广告商 1 的质反应

π1 = (.2682, .2682, .4635)中期望收益最大的策略 3被选择的概率并不是很大，这是因为

广告商 1的不同纯策略的期望收益之间的差别非常小（如表2.5所示），大约在 10−4 左

右，因此 λ1在公式 (2-7)中的作用被很大程度地减弱了。

本节接下来用MSNE来拟合真实数据，并与 QRE的结果做比较。在MSNE中，广

告商采取不同纯策略得到的期望收益是相等的，由此可以通过用算法2解下面的优化问
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表 2.4 关键词 1中广告商的质反应及收益

σ1 π1 u1 σ2 π2 u2 σ3 π3 u3

.1261 .1239 .1202 .2975 .2979 .0479 .2609 .2607 .0906

.3025 .3563 .1328 .5950 .5948 .0485 .3565 .3697 .0908

.4202 .3714 .1333 .1074 .1073 .0469 .3826 .3697 .0908

.1513 .1484 .1224

表 2.5 关键词 2中广告商的质反应及收益

σ1 π1 u1 σ2 π2 u2 σ3 π3 u3

.2927 .2682 .0339 .6897 .6881 .0633 .0522 .0524 .0581

.2439 .2682 .0339 .1466 .1040 .0548 .1304 .1304 .0583

.4634 .4635 .0340 .1207 .1040 .0548 .8174 .8172 .0587
.0431 .1040 .0548

题来得到MSNE估测的 SSA的参数:

L̃(v, α, β|σ) = log(
∏
i∈[N]

∏
j∈[|Bi |]

(
ui j(σ−i)∑

k∈[|Bi |] uik(σ−i)
)

1
|Bi | ) (2-54)

s.t.


vi ≥ 0, ∀i ∈ [N];

1 > βs ≥ βs+1 > 0, ∀s ∈ [K − 1];

0 < αi < 1, ∀i ∈ [N].

(2-55)

上面的目标函数的在下式成立时达到最大值：

ui j(σ−i)∑
k∈[|Bi |] uik(σ−i)

=
1

|Bi|
, ∀i ∈ [N], j ∈ [|Bi|],

上式等价于

ui j(σ−i) = uik(σ−i), ∀i ∈ [N], j ∈ [|Bi|], k ∈ [|Bi|].

估测的参数显示在表2.6中。从似然函数的值来看，MSNE的结果（L̃∗）要低于 QRE的

（L∗），这表明 QRE能比MSNE更加准确地模拟广告商的竞价行为。从真实的数据中得

到在关键词 1的竞标中，B1 = {10, 15, 20, 30}，B2 = {10, 20, 25}，B3 = {15, 25, 35}。由QRE

估测出的广告价值大于广告商真实的竞价，这与平时的经验相一致，即广告商通常不会

超限竞价 [64]。比较起来，MSNE估测出来的参数非常的不合实际。此外，MSNE估测

的关键词 1的点击率 θik 过高，例如 α1β1 = 0.42且 α2β1 = 0.76，但在现实世界中点击

率通常小于 10%。数据显示关键词 2中广告商的最大竞价没有超过 10，然而MSNE估

测出的广告价值却在 106的量级，这很不可信。由MSNE预测的广告位点击率 β看起来
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表 2.6 用MSNE模型估测的参数

关键词 i vi αi β L̃∗

1 18.1 .51 .83
1 2 12.8 .91 .02 -3.5835

3 112.2 .16 .02

1 8.4×106 .02 .07
2 2 4.8×106 .05 .07 -4.7594

3 3.08×106 .09 .07

与现实不符，因为真实的广告位点击率通常是按照位置从高到低递减的。相比而言，由

QRE估测的参数与人们对现实世界的理解始终是一致的。总的来讲，QRE对真实数据

的拟合能力要远远超过MSNE。

2.6 总结

本章向付费搜索广告竞标中引入了质反应均衡的概念来模拟广告商的有限理性行

为。本章主要有两大技术上的贡献。第一，本章开发了一个基于同伦思想的算法来求解

广告竞标中的质反应均衡。通过利用广告商的收益函数的特殊结构，本章极大地提高了

算法的效率。第二，本章提出了一个参数预测的算法并将质反应均衡模型拟合到一份真

实的数据中来估测广告竞标中的参数，包括广告价值和点击率。此外，本章做了大量的

实验来评估算法的性能，结果表明本章设计的算法能高效地求解广告竞标中的质反应均

衡，且质反应均衡模型能比其他已有的均衡模型更好地拟合现实世界中广告商的行为。
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保留价是广告竞标中一个有效的调节收益的工具。最优的保留价依赖于广告商的广

告价值的分布。然而，该分布对于搜索引擎来说通常是未知的。搜索引擎的常用做法是

首先通过一个采样的过程来收集广告价值分布的信息，然后利用收集到的数据预估一个

最优保留价并将其应用到后续的竞标活动中。为了最大化有限时间内的总收益，搜索引

擎必须优化采样数来权衡采样阶段的损失和预估的保留价的质量。本章研究基于目前

最为流行的 GSP机制的广告竞标中采样数的优化问题，主要有以下三个创新点。第一，

本章给出了采样前和采样后的竞标中收益的竞争比的下界。第二，本章将寻找最优采样

数的问题转化成了一个非凸的混合整数优化问题，并证明了最优采样数的存在性和唯一

性。第三，通过将上述整数优化问题转换为等价的连续变量优化形式，本章设计了一个

高效的算法来求解。实验结果表明相比于基础方法，本章的方法能为搜索引擎带来更高

的收益。

3.1 引言

正如前文所述，付费搜索广告竞标已经变成了一个重要的互联网经济活动 [1,50,53]。

目前绝大多数搜索引擎使用 GSP作为竞价机制 [20,55,69]。近年来有大量的工作研究该

机制下的收益优化问题 [126–129]。在这些研究当中，保留价的优化是一个热门的话题，因

为它能极大地影响搜索引擎的收益 [130–133]。著名的关于最优竞价机制设计的Myerson

定理 [66–68]给出了如何优化保留价从而最大化搜索引擎的收益的基本思路: 当只有一

个广告位且广告商的广告价值满足独立同分布时，最优的竞价机制是将保留价格设置为

虚拟价值函数零点的第二价格机制。Edelman和 Schwarz[12]将这个理论扩展到了更加

通用的情况，即搜索页面有多个广告位，并证明了如果虚拟价格函数满足正则（regular）

性质，则使用最优保留价格的 GSP是最优的机制。Thompson和 Leyton-Brown[14]研究

了当 squashing也是考虑因素时如何优化保留价。Sun等人 [69]经过研究发现，当广告

的权重不同时，GSP中的保留价依赖于具体的广告的权重。

上述所有工作都假设搜索引擎知道广告商的广告价值的分布，在此基础上计算最优

保留价格。然而，在现实世界中，广告的价值是广告商的私人信息，搜索引擎必须通过一

定的采样来收集分布信息，然后才能计算最优保留价。Ostrovsky和 Schwarz[9]利用雅虎

的付费搜索广告数据集通过数值仿真得到的保留价格可以有效地提高搜索引擎的收益。

Sun等人 [70]提出了用最大似然估计的方法来预估分布参数。Cole和 Roughgarden[71]

则直接用采样的数据来计算最优保留价，而不用先估计分布参数，但他们的方法是基

于一种比较简单的机制，即所有被展示的广告商支付相同的费用，无论排在哪个位置。
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Mohri和 Medina[134]提出了一个基于对称纳什均衡的算法来预估最优保留价。上述利

用采样来计算最优保留价的工作有一个共同的问题，那就是没有考虑由于采样过程使用

的保留价并非最优而导致的收益损失。近些年来，学者们提出了一些基于强化学习和数

据驱动的方法来计算最优保留价 [135–137]，但这些方法没有提供理论上的保证。一个

广告商愿意为自己的广告支付的最大费用通常只在一段时间内是保持不变的，如 iPhone

X刚上市时一个广告商愿意为此支付的广告费用与上市一年后会有明显不同。当考虑广

告价值保持不变的有限时间段内搜索引擎的总收益时就要考虑采样数的设置问题。显

然，花越多的时间采样对最优保留价的估计越准，在采样结束后的阶段用预估的保留价

得到的收益也就越高，但采样阶段的收益损失也随之越多，反之，采样时间越短带来的

前期收益损失越小，但对最优保留价的估计也越不准，后期使用估测的保留价的收益损

失就越大。因此，搜索引擎必须权衡两方面的收益，决定用多少时间来采样以最大化全

局收益，即必须找一个最优采样数。Bulow和 Klemperer[72]提出了一些计算采样阶段

收益损失的基本方法，但他们的模型与文献 [71,73]中的一样简化，无法应用到 GSP中。

本章研究在有限次 GSP竞标中采样阶段的收益损失和最优保留价计算精度之间的

权衡问题。多臂赌博机（Multi-Armed Bandit，MAB）理论是用来解决探索和实施之间

权衡问题的一个通用框架，该理论已被用于 Post-Price竞标中 [138]。然而，MAB理论

的算法在 GSP中的应用是很受限的，因为 1）它们的算法需要频繁地更新保留价，由于

一个关键词组可能在一天中就被搜索上万次，频繁改变保留价在现实世界中开销太大因

而不可行；2）该套理论需要对待优化的函数做一些特殊的假设 [139]，例如平滑和强凸

性 [140]、单峰 [141]或者满足局部 Lipschitz条件 [142]。但在 GSP中，搜索引擎的收益

函数很难满足这些条件，它甚至都不是保留价的连续函数。

为了解决 GSP中的采样数权衡问题，本章将有限次的广告竞标分成两个阶段：用

于收集广告价值分布信息的采样阶段和利用所采样本计算最优保留价后的应用阶段。本

章的目标是找到一个不依赖于广告价值的具体分布形式的最优的采样回合数，主要贡献

有三点。第一，本章推导出了采样阶段的收益与理论上最优收益的竞争比。该竞争比是

独立于广告价值分布的，仅与广告商和广告位的数量有关。文中假设（未知的）广告价

值分布是正则的，但不对其具体是何种分布（如指数分布，正态分布，对数正态分布）

做任何额外假设。此外，受文献 [73]的启发，本章采用了利用采样数据来直接预估最优

保留价的方法并证明了其在 GSP中的收益的下界。第二，本章将这个权衡问题规划成

了一个非凸的混合整数优化问题，其目标函数为搜索引擎在有限次竞标中全局收益的下

界。此外，本章推导出该目标函数的许多性质，包括非凸性、单峰性和最优解的唯一性。

第三，本章设计了一个基于以上性质的高效的算法（指数级收敛速度）。本章用数值仿

真来评估算法的性能。实验结果表明，与基础算法相比，搜索引擎利用本章提出的算法

可以极大地提高其全局收益。

本章的组织结构如下。第3.2节回顾 GSP中的基本概念以及介绍保留价优化的基础
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知识。问题的形式化定义在第3.3节中给出。第3.4节提出本章最重要的两个用于问题转化

的定理。第3.5节对采样数优化问题进行分析，推导目标函数的重要性质。算法于第3.6节

中给出，实验验证在第3.7节。本章总结放在最后一节。

3.2 背景知识

本节回顾 GSP中的基本概念并介绍当广告价值分布已知时求解最优保留价的方法。

3.2.1 GSP机制

沿用上一章的符号定义，用 N来表示市场中的广告商的数量，用 K表示搜索页面广

告位的数量。一般来讲，N远远大于 K。每一个广告位有一个对应的点击率 β j，j ∈ [K]。

对于任意的 j > K，定义

β j ≡ 0. (3-1)

这样便可将点击率也表示为一个 N 维的向量 β = (β1, β2, . . . , βN)
T，其中 T 表示矩阵

的转置操作。通常来说，有 β1 ≥ β2 ≥ · · · ≥ βK > 0。广告商 i ∈ [N] 的广告价值表示

为 vi，他的出价则写做 bi。将所有广告的价值用一个向量 v = (v1, v2, . . . , vN) = (vi, v−i)，

∀i ∈ [N]，来表示，其中 v−i 表示除了广告商 i 以外的所有广告的价值向量，同理有

b = (b1, b2, . . . , bN) = (bi, b−i)。不同的广告对用户的吸引力不同，因此每个广告对应一

个点击率 αi，该因子也被称为广告的权重。当广告 i ∈ [N]被列在位置 j ∈ [K]时，它被

用户点击的概率为 αiβ j。

GSP的核心规则由两部分组成: 排序规则和收费规则。本节给出两种规则的数学定

义。首先，排序规则按照广告的分数 si = aibi从大到小的将广告从高到低排列，用数学

公式可以表示成一个映射: x : RN 7→ βN。具体而言，给定分数向量 s = (s1, s2, . . . , sN)，

则 x(s) = (x1(s), x2(s), . . . , xN(s))是一个由 CTR组成的向量，其中 xi(s) = βk 当且仅当

si 是 s中第 k个大的出价（如果有相同的出价，则随机对它们排序）。当考虑保留价格

时，排列规则可定义为映射 xr : RN 7→ βN，该映射满足:

xr
i (s) =


xi(s) 如果 si ≥ r;

0 否则.
(3-2)

假设广告的分数满足 si ≥ si+1且定义

sN+1 ≡ 0, (3-3)

那么一旦第 i 个广告商的广告被用户点击，他就需要根据收费规则支付给搜索引擎

max{ si+1

αi
, r
αi
}。广告商 i的期望收益可以写成

ui(vi, s) = viαixr
i (s) − pi(s), (3-4)
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其中

pi(s) = αixr
i (s) ·max{

si+1

αi
,

r
αi
} (3-5)

= xr
i (s) ·max{si+1, r} (3-6)

是期望支付的费用。搜索引擎的收益等于
∑N

i=1 pi(s)。在现实世界中，参与每次竞标的

广告商通常是不同的 [139]，同一个广告词组对于不同用户来说其价值通常也是不同的

[143]。这些不确定性可以通过假设广告的权重价值 e = (α1v1, α2v2, . . . , αNvN)服从一个

独立同分布来表征 [9,14,65]。此外，正如许多考虑实际情况的文献 [70,71,73]所假设的

那样，这个分布对于搜索引擎是未知的。

3.2.2 权重价值已知时最优保留价的计算

从上一章得知，搜索引擎的期望收益依赖于广告的分数和保留价格。接下来介绍当

广告的权重价值分布已知时如何计算最优保留价。在收益优化的理论中，均衡策略的概

念被广泛用于对广告商行为建模 [9,12]。Sun等人 [69]证明了如果所有广告商都采用同

样的均衡策略 πr : R 7→ R且策略满足

si = πr(ei) ≤ ei, (3-7)

其中 ei = αivi，则搜索引擎在保留价为 r时每次竞标活动中的期望收益可以写为

R(r) = Ee{
N∑

i=1

ψ(ei)xr
i (e)}, (3-8)

其中

ψ(ei) = ei −
1 − F(ei)

f (ei)
(3-9)

被称作虚拟价格函数 [67]，f (·)和 F(·)分别表示权重价值的概率密度函数和累积分布函
数。按照大部分文献里假设的那样 [65,67,144]，假定虚拟价格函数是正则的，即

ψ′(x) > 0,∀x ∈ (0,+∞). (3-10)

也就是说，ψ(·)在 (0,+∞)是一个严格单调增函数。给定权重价值的分布函数，当且仅
当 ψ(·)满足对任意的 e，

∑N
i=1 ψ(ei)xr

i (e)都能达到最大值时，搜索引擎的收益 R(r)才能最

大化。要达到这一要求，需要满足以下条件：（i）广告位仅分配给虚拟价格函数为正的

广告，（ii）权重价格越高的广告排位越靠前（即获得越大的广告位点击率 β j， j ∈ [K]）。

由于 ψ(ei)和 xr
i (e)都是 ei的非减函数，满足第二个条件。为了达成第一个要求，搜索引

擎只需设置一个最优的保留价 r∗使其满足

ψ(r∗) = 0, (3-11)
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因为当 ei < r∗，∀i ∈ [N]时，xr∗
i (e) = 0。将拥有最优保留价的 GSP称作 OGSP（Optimal

GSP），简写为 OGSP。由于广告的权重价值满足独立同分布，于是有 ∀i′ ∈ [N]，

Es{
N∑

i=1

ψ(si)xr
i (e)} = N · Es{ψ(si′)xr

i′(e)}. (3-12)

3.3 问题定义

现在考虑现实世界中广告的权重价值分布未知时搜索引擎的保留价和收益优化的

问题。通常搜索引擎只关心有限时间内的收益，用 M来表示这段时间总的竞标次数。为

了能够观察到完整的（即没有被截断的）权重价值分布，将前 τ次采样阶段的保留价设

为零。注意搜索引擎只能观察到广告商出的价格，而不是他们的权重价值，但如果搜索

引擎知道广告商的策略（如 QRE或 SNE策略），则可以反推 si = π−1r (bi)。为了易于分

析，本章假设广告商策略已知。采样阶段过后，可以利用已有的数据来计算得到一个预

估的最优保留价，记为 r，然后将它作为后面 M − τ次竞标的保留价。搜索引擎的全局
收益等于

τ · R(0) + (M − τ) · R(r). (3-13)

与理论上（即当权重价值分布已知时）能达到的最大收益 M · R(r∗)相比的全局损失为

M · R(r∗) − (τ · R(0) + (M − τ) · R(r)), (3-14)

该式等价于

M · R(r∗)(1 − ( τ
M
· R(0)

R(r∗)
+ (1 − τ

M
) · R(r)

R(r∗)
)). (3-15)

于是，最大化全局收益等价于最小化全局损失，可以表示成如下优化问题：

max
τ∈[M]

τ

M
R(0)
R(r∗)

+ (1 − τ

M
)

R(r)
R(r∗)

. (3-16)

进一步的分析表明竞争比
R(0)
R(r∗) 和

R(r)
R(r∗) 都与概率密度函数 f (·)有关，因此公式 (3-16)

中定义的问题的解也是 f (·)的函数，而本章的目标是找到一个不依赖于未知分布 f (·)的
最优的采样数。为此，第3.4节证明 R(0)

R(r∗) 和
R(r)
R(r∗) 都有一个与 f (·)无关的下界。基于这个

结果，第3.5节将 R(0)
R(r∗) 和

R(r)
R(r∗) 换成其对应下界，从而将原优化问题转换成最大化搜索引

擎在最坏情况下的全局收益的问题，这样得出的结果对不同的分布具有鲁棒性，对搜索

引擎来说是个更安全的策略。

3.4 竞争比下界的推导

为了求解公式 (3-16)中定义的优化问题，首先需要推导竞争比 R(0)
R(r∗) 和

R(r)
R(r∗) 的下界。

定理1给出了采样阶段的界。
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定理 1 对于有 N 个广告商和 K 个广告位的 GSP， R(0)
R(r∗) ≥

N−K
N 。

该定理的证明基于下面两个引理。

引理 1 有 N 个广告商、K 个广告位和零保留价的 GSP在每次竞标中的期望收益大于等

于有 N − K 个广告商和 K 个广告位的 OGSP在每次竞标中的期望收益。

证明 有 N − K 个广告商和 K 个广告位的 OGSP在每次竞标中的期望收益等于

EeN−k{
N−K∑
i=1

ψ(ei)xr∗
i (e

N−K)}, (3-17)

其中 eN−K 是 N − K 个广告商的权重价格向量。从第3.2.2节得知分数大于 r∗的排名最靠

前的 k ≤ min{K,N − K}个广告将会被按照分数从高到低的顺序被显示到前 k个广告位。

用函数 maxK : RN 7→ RK 来表示含有 N 个元素的向量到它的前 K 个按从大到小排列的

最大元素的子向量的映射。这样可以将最优的期望收益表示成

EeN−K {maxK(ψ(e1), ψ(e2), . . . , ψ(eN−K), 0
K) · β}, (3-18)

其中 0K 是一个含有 K个零的向量。当再有 K个广告商，以 N − K + 1,N − K + 2, . . . ,N

来标示，加入到竞标中来时，有

EeK {ψ(ei)} =


ψ(ei), i = 1, 2, . . . ,N − K;

EeK
−i
{EeK

i
{ψ(ei)}} = EeK

−i
{0} = 0, i = N − K + 1,N − K + 2, . . . ,N,

(3-19)

其中 eK 表示新加入的 K 个广告商的权重价值分布。于是，

EeN−K {maxK(ψ(e1), . . . , ψ(eN−K), 0
K) · β}

= EeN−K {maxK(EeK {ψ(e1)}, . . . ,EeK {ψ(eN)}) · β} (3-20)

≤ EeN−K {EeK {maxK(ψ(e1), . . . , ψ(eN)) · β}} (3-21)

= Ee{maxK(ψ(e1), ψ(e2), . . . , ψ(eN)) · β} (3-22)

= Es{
N∑

i=1

ψ(ei)xi(e)}, (3-23)

其中最后一个方程等于有 N 个广告商和 K个广告位的 GSP在零保留价下每次竞标中的

期望收益。 □

引理 2 有 N − K 个广告商和 K 个广告位的 OGSP在每次竞标中的期望收益大于等于有

N 个广告商和 K 个广告位的 OGSP的 N−K
N 倍。
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证明 在有 N − K广告商和 K个广告位的 OGSP中，对于任意的广告商 i ∈ [N]来说，新

的广告商加入时不会提升 i的排位，也就是说，xr∗
i (e

N−K) ≥ xr∗
i (e

N−K , eK)。由此有以下公

式：

EeN−K {ψ(ei)xr∗
i (e

N−K)}

= EeK {EeN−K {ψ(ei)xr∗
i (e

N−K)}} (3-24)

≥ EeK {EeN−K {ψ(ei)xr∗
i (e

N−K , eK)}} (3-25)

= Es{ψ(ei)xr∗
i (e)}. (3-26)

分别对第一个公式和最后一个公式乘以 N − K 和 N−K
N · N 即可完成引理的证明。 □

接下来首先介绍利用采样数据计算 r的方法，然后在定理2中推导竞争比 R(r)
R(r∗) 的下

界。

最优保留价 r∗满足 ψ(r∗) = 0，等价于 −ψ(r∗) f (r∗) = 0。读者可以验证函数 −ψ(r) f (r)

的原函数是 P(r) = r(1−F(r))。分布 F(·)的正则性暗含着 P(r)在区间 (0, r∗)上随着 r递

增，在区间 (r∗,+∞)上随着 r递减，因此在 r∗处达到最大值。给定从 F(·)采的m个样本，

将其重命名以满足 e(1) ≥ e(2) ≥ . . . ≥ e(m)，然后一个直观的计算最优保留价的想法就是将

i
m 看做对 1− F(e(i))的一个近似，i ∈ [m]，接着解以下问题：argmaxe(i)

i
me(i), s.t. i ∈ [m]。

这种简单的方法有可能在 F(·)是一个重尾（heavy-tailed）分布时得到一个过大的值。解

决这个问题的常用做法是去除值过大的样本，即利用下式估算最优保留价 [71,73]：

r = argmax
e(i)

i
m
· e(i), s.t. δm ≤ i ≤ m. (3-27)

其中 0 < δ < 1是一个精度参数。下面的引理给出了从 P(r∗)的视角看 r达到 (1− ϵ)精度
时的采样复杂度，这将作为后面推导

R(r)
R(r∗) 的下界的核心引理。

引理 3 ([73]的引理 4.1 1⃝ ) 对于任意的满足正则性的分布 F(·)和 0 < ϵ < 1，下面的声明

成立：公式 (3-27)在采样数

m = cϵ−3lnϵ−1 (3-28)

时计算得到预估保留价 r的精度为 1 − ϵ 的概率至少为 1 − ϵ，即

P(r) ≥ (1 − ϵ)P(r∗) (3-29)

的概率至少为 1 − ϵ，其中 c是一个正的常数。

基于引理3，可以证明下面关于 R(r)
R(r∗) 的下界的定义。

定理 2 对于 GSP机制和由公式 (3-27)在采样数为 m = cϵ−3lnϵ−1时计算得到的保留价 r，

有不等式 R(r)
R(r∗) ≥ (1 − ϵ)2对任意满足独立同分布的正则的权重价值总是成立的。
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证明 给定除 i之外其他广告的权重价值向量 e−i，令 t表示在不考虑保留价的情况下广

告商 i的广告能被显示在页面上所需要的最低价格。在保留价分别为 r∗和 r时，广告商

i给搜索引擎带来的期望收益分别为∫ +∞

max{r∗,t}
ψ(ei) f (ei)xi(e)dei (3-30)

和 ∫ +∞

max{r,t}
ψ(ei) f (ei)xi(e)dei. (3-31)

根据 r∗，r和 t之间的大小关系，一共要考虑三种不同的情况。

情况 1. max{r∗, r, t} = t。

这种情况下搜索引擎使用保留价 r∗和 r从广告商 i那里得到的期望收益是相等的。

情况 2. max{r∗, r, t} = r∗。

假设除了广告商 i，权重价值大于 r∗的广告一共有 n个。那么搜索引擎在保留价最

优时从广告商 i得到的期望收益，R∗，满足

R∗ = βn+1

∫ e(n)

r∗
ϕ(ei) + βn

∫ e(n−1)

e(n)

ϕ(ei) + . . .+ β1

∫ +∞

e(1)

ϕ(ei) (3-32)

= βn+1(P(r∗) − P(e(n))) + βn(P(e(n)) − P(e(n−1)))

+ . . .+ β1(P(e(1)) − 0) (3-33)

= βn+1P(r∗) +
n∑

j=1

(β j − β j+1)P(e( j)), (3-34)

其中为了简化公式，令

ϕ(ei) = ψ(ei) f (ei)dei. (3-35)

假设除了广告商 i，有 k个权重价值小于 r∗ 但大于 max{r, t}的广告商。当 k = 0时，搜

索引擎从 i得到的期望收益在保留价为 r和 r∗ 时是相等的。当 k > 0时，广告商 i贡献

给搜索引擎的期望收益在保留价为 r时记做 R，它满足

R = βn+k+1

∫ e(n+k)

max{r,t}
ϕ(ei) + βn+k

∫ e(n+k−1)

e(n+k)

ϕ(ei) + . . .+ β1

∫ +∞

e(1)

ϕ(ei) (3-36)

= βn+k+1P(max{r, t}) +
n+k∑
j=1

(β j − β j+1)P(e( j)). (3-37)

由于 P(r)在 (0, r∗)单调递增，且

r∗ > e(n+ j) > max{r, t} ≥ r (3-38)

对任意的 j ∈ [k]都成立，此外

P(r) ≥ (1 − ϵ)P(r∗), (3-39)
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于是

P(e(n+ j)) > P(max{r, t}) ≥ P(r) ≥ (1 − ϵ)P(r∗) (3-40)

对任意的 j ∈ [k]都成立。因此有

R ≥ βn+k+1(1 − ϵ)P(r∗) +
n+k∑

j=n+1

(β j − β j+1)(1 − ϵ)P(r∗)

+
n∑

j=1

(β j − β j+1)P(e( j)) (3-41)

= (1 − ϵ)βn+1P(r∗) +
n∑

j=1

(β j − β j+1)P(e( j)) (3-42)

≥ (1 − ϵ)βn+1P(r∗) + (1 − ϵ)
n∑

j=1

(β j − β j+1)P(e( j)) (3-43)

= (1 − ϵ)R∗. (3-44)

对第三种情况 max{r∗, r, t} = r的分析是类似的。总的来说，搜索引擎在保留价为 r

时从广告商 i处得到的期望收益至少是使用最优保留价 r∗时的 (1 − ϵ)倍。对 i和 e−i 取

期望并考虑到 (1 − ϵ)的概率，有 R(r)
R(r∗) ≥ (1 − ϵ)2。 □

3.5 采样数优化

本节将求解最优采样数的问题写成一个带约束的优化问题，然后证明解的存在性和

唯一性。

考虑到定理1中的

R(0)
R(r∗)

≥ N − K
N

(3-45)

和定理2中的

R(r)
R(r∗)

≥ (1 − ϵ)2, τN = cϵ−3lnϵ−1, (3-46)

最大化搜索引擎在最坏情况下的全局收益可以写为：

max
τ
R̂(τ) = τ

N − K
NM

+ (1 − τ

M
)(1 − ϵ)2, (3-47)

s.t.


τ ∈ [M];

τ = cϵ−3lnϵ−1
N .

(3-48)

由于本节推导出的界都与分布无关，使用采样数 τ∗ 所得到的期望收益对于分布是鲁邦

的，其中 τ∗ 是上述优化问题的解。从公式 (3-47)和 (3-48)可以看出无法显式地将 ϵ 表
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达成一个 τ的函数，所以本节转而用 ϵ 来表示 τ，从而得到下面等价的优化问题：

max
ϵ
R(ϵ) = cϵ−3lnϵ−1

N − K
N2M

+ (1 − cϵ−3lnϵ−1

NM
)(1 − ϵ)2, (3-49)

s.t. 1 ≤ cϵ−3lnϵ−1

N
≤ M. (3-50)

经过分析发现上述优化问题的目标函数有以下性质。

定理 3 (R(ϵ)的非凸性) 公式 (3-49)中的目标函数R(ϵ)在区间 (0, 1)上不是上凸（凹）的。

证明 只需证 R(ϵ)的二阶导函数在 (0, 1)上不是严格小于等于零的。用 R′′(ϵ)表示 R(ϵ)
的二阶导函数，它满足

R′′(ϵ) = 2 − c
NM

(R′′1 (ϵ) + R′′2 (ϵ)), (3-51)

其中，

R′′1 (ϵ) = ϵ−5 ln ϵ−1(2ϵ2 − 12ϵ + 12
K
N
), (3-52)

R′′2 (ϵ) = ϵ−5(3ϵ2 − 10ϵ + 7
K
N
). (3-53)

很容易验证得到

lim
ϵ→0+

(R′′1 (ϵ) + R′′2 (ϵ))→ +∞. (3-54)

凸函数 2ϵ2 − 12ϵ + 12K
N 和 3ϵ2 − 10ϵ + 7K

N 的零点分别是 3 ±
√
9 − 6K

N 和
5±
√

25−21 K
N

3
。通过

进一步推导可以得出

0 <
5 −
√
25 − 21K

N

3
< η ≤ 1 <

5 +
√
25 − 21K

N

3
< 3 +

√
9 − 6K

N
, (3-55)

其中

η = min{3 −
√
9 − 6K

N
, 1}, (3-56)

于是有 R′′2 (η) < 0。由于 R′′1 (η) = 0，于是有

R′′1 (η) + R′′2 (η) < 0. (3-57)

因为 c是一个正的常数，所以 R′′(η) > 0。 □

定理 4 (R(ϵ)的单峰性) 在区间 (0, 1) 上存在一个点 q 满足当 ϵ ∈ (0, q) 时 R′(ϵ) > 0，

R′(q) = 0以及当 ϵ ∈ (q, 1)时 R′(ϵ) < 0。
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证明 通过对 R(ϵ)求一阶导得到

R′(ϵ) = −2(1 − ϵ) − c ln ϵ−1

NM
(−3K

N
ϵ−4 + 4ϵ−3 − ϵ−2) + c

NM
(

K
N
ϵ−4 − 2ϵ−3 + ϵ−2). (3-58)

可以验证 R′(ϵ)在边界的极限值满足

lim
ϵ→0+

R′(ϵ)→ +∞ > 0, (3-59)

lim
ϵ→1−
R′(ϵ)→

c(K
N − 1)
NM

< 0. (3-60)

如果能证明存在 (0, 1)上存在一点 ϵ′ 满足 R′(ϵ)在 (0, ϵ′)递减，在 (ϵ′, 1)递增，结

合前面得到的结果 R′(0+) > 0和 R′(1−) < 0，定理4得证。接下来就证明点 ϵ′ 是存在的，

这等价于证明 R′′(ϵ)在区间 (0, ϵ′)上为负，在区间 (ϵ′, 1)上为正。

还沿用定理中3中的符号。首先能证明二阶导 R′′1 (ϵ) + R′′2 (ϵ) 在区间 (0, η) 上是凸

函数（见引理4）。结合在定理3的证明中得到的结果 limϵ→0+(R′′1 (ϵ) + R′′2 (ϵ)) → +∞和
R′′1 (η)+R′′2 (η) < 0，可以推出在 (0, η)上存在一个点 ϵ′′，满足 R′′1 (ϵ)+R′′2 (ϵ)随着 ϵ从 0+

增加到 ϵ′′ 而从正无穷单调递减到 0，然后在 ϵ ∈ (ϵ′′, η)时为负。因为 ϵ−5 和 ln ϵ−1 在区

间 (0, 1)上总是正的，所以 R′′1 (ϵ)和 R′′2 (ϵ)在区间 (η, 1)上负的，这表明 R′′1 (ϵ) + R′′2 (ϵ)
在区间 (ϵ′′, 1)上是负的。

由于 R′′(ϵ)和 R′′1 (ϵ) +R′′2 (ϵ)的单调性刚好相反，R′′(ϵ)随着 ϵ从 0+增加到 ϵ′′而从

负无穷单调增加到 2，然后在区间 (ϵ′′, 1)保持为正。所以，在区间 (0, ϵ′′) ⊆ (0, 1)上存

在一个点 ϵ′使得 R′(ϵ)在 (0, ϵ′)上递减，在 (ϵ′, 1)上递增。 □

引理 4 (R′′(ϵ)的上凸性) R(ϵ)的二阶导函数 R′′(ϵ)在 (0, η)是上凸（凹）的，其中

η = min{3 −
√
9 − 6K

N
, 1}. (3-61)

证明 R(ϵ)的二阶导函数

R′′(ϵ) = 2 − c
NM

(R′′1 (ϵ) + R′′2 (ϵ)), (3-62)

其中

R′′1 (ϵ) = ϵ−5 ln ϵ−1(2ϵ2 − 12ϵ + 12
K
N
), (3-63)

R′′2 (ϵ) = ϵ−5(3ϵ2 − 10ϵ + 7
K
N
). (3-64)

仅需证明 R′′1 (ϵ)和 R′′2 (ϵ)在 (0, η)是凸函数。

首先证明 R′′1 (ϵ)的凸性，它可以表示成以下两部分的乘积：

g1(ϵ) = ϵ−5 ln ϵ−1 (3-65)
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和

g2(ϵ) = 2ϵ2 − 12ϵ + 12
K
N
. (3-66)

R′′1 (ϵ) = g1(ϵ)g2(ϵ)是凸函数当且仅当其微分函数

lim
∆→0+

g1(ϵ +∆)g2(ϵ +∆) − g1(ϵ)g2(ϵ)

∆
(3-67)

随着 ϵ 单调非减。令

∆gi(ϵ) = gi(ϵ) − gi(ϵ +∆), i = 1, 2. (3-68)

给定 ∆ > 0，有

g1(ϵ +∆)g2(ϵ +∆) − g1(ϵ)g2(ϵ)

= (g1(ϵ) −∆g1(ϵ))(g2(ϵ) −∆g2(ϵ)) − g1(ϵ)g2(ϵ) (3-69)

= −∆g2(ϵ)(g1(ϵ) −∆g1(ϵ)) −∆g1(ϵ)g2(ϵ) (3-70)

= −∆g2(ϵ)g1(ϵ +∆) −∆g1(ϵ)g2(ϵ) (3-71)

假设 ϵ1和 ϵ2在 (0, η)上满足 ϵ1 < ϵ2。很容易验证 g1(ϵ)和 g2(ϵ)在 (0, η)是正的单调递减

的凸函数，于是有

g1(ϵ1 +∆) > g1(ϵ2 +∆) > 0, (3-72)

g2(ϵ1) > g2(ϵ2) > 0, (3-73)

∆gi(ϵ1) > ∆gi(ϵ2) > 0. (3-74)

由于不等式

−∆g2(ϵ1)g1(ϵ1 +∆) −∆g1(ϵ1)g2(ϵ1) < −∆g2(ϵ2)g1(ϵ2 +∆) −∆g1(ϵ2)g2(ϵ2) (3-75)

在区间 (0, η)上对任意的 ∆ > 0和 ϵ1 < ϵ2都成立，所以有 −∆g2(ϵ)g1(ϵ +∆) −∆g1(ϵ)g2(ϵ)

在 (0, η) 上随着 ϵ 单调非减，故它的极限值也单调非减。由此，R′′1 (ϵ) = g1(ϵ)g2(ϵ) 在

(0, η)是凸函数。

接下来证明 R′′2 (ϵ) 的凸性。R′′2 (ϵ) 的二阶导数为 2ϵ−7(18ϵ2 − 100ϵ + 105K
N )，它在

(0,
50−
√

2500−1890 K
N

18
)上是正的。此外，可以验证

η ≤ 3 −
√
9 − 6K

N
<

50 −
√
2500 − 1890K

N

18
. (3-76)

所以 R′′2 (ϵ)在 (0, η)上是凸函数（因为它的二阶导函数为正）。 □

正如定理3所声明的，R(ϵ)在区间 (0, 1)上不是一个上凸函数。幸运的是，R(ϵ)被
定理4证明具有单峰的性质。基于这个性质，有如下推论。
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推论 1 (ϵ∗的存在性和唯一性) 公式 (3-49)和 (3-50)中定义的优化问题的最优解 ϵ∗ 存在

且唯一。

该推论很直观，此处省去证明。考虑到边界条件，最优解 ϵ∗可用以下公式计算：

ϵ∗ =


q, 如果 g(q) ≤ M;

g−1(M), 否则,
(3-77)

其中函数 g(·)的定义为

y = g(ϵ) =
cϵ−3 ln ϵ−1

N
, (3-78)

g−1(·)为函数 g(·)的逆函数。接下来我们给出如何利用 ϵ∗来找到公式 (3-47)和 (3-48)中

定义的优化问题的最优采样数解 τ∗。因为 g(ϵ)在区间 [g−1(M), 1) ⊂ (0, 1)上是一个减函

数且有 g(g−1(M)) = M 及 g(1) = 0，所以其逆函数 g−1(y)在 y ∈ (0,M]也是减函数。由

此，R̂(y) = R(g−1(y))与 R(ϵ)在对应的区间上单调性相反。具体来说，R̂(y)的单调增区
间和减区间分别为 (0, g(ϵ∗)]和 [g(ϵ∗), g(l)]，这意味着 R̂(y)在区间 (0,M]上也是单峰的，

且唯一的最大点为 y∗ = g(ϵ∗)。于是 τ∗可以用 y∗来表示。

推论 2 最优采样数 τ∗满足

τ∗ =


⌈y∗⌉, 如果 R̂(⌈y∗⌉) > R̂(⌊y∗⌋);

⌊y∗⌋, 否则.
(3-79)

证明 首先根据公式 (3-47)和 (3-49)有 g(l) = M，于是 [N] ⊂ (0, g(l)]。由于 ⌈y∗⌉ ≥ y∗ ≥ ⌊y∗⌋，
根据 R̂(·)的单调性，有 

R̂(τ) < R̂(⌈y∗⌉), 如果 τ > ⌈y∗⌉;

R̂(τ) < R̂(⌊y∗⌋), 如果 τ < ⌊y∗⌋,
(3-80)

这意味着 R̂(τ)要么在 ⌈y∗⌉达到最大值（当 R̂(⌈y∗⌉) > R̂(⌊y∗⌋)时），要么在 ⌊y∗⌋达到最大
值（当 R̂(⌊y∗⌋) > R̂(⌈y∗⌉)时）。 □

定理 5 (最优采样数的存在性和唯一性) 最优采样数 τ∗存在且唯一。

该定理的证明可由推论1和2直接得出。

3.6 算法设计与分析

基于定理4和推论2，本节设计了算法3来计算最优采样数 τ∗。算法第一步是基于R(ϵ)
的单峰性不停地迭代计算 q（第 4-10行），即将搜索区间 (l, µ)初始化为 (0, 1)，如果当
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Algorithm 3:计算最优采样数

1 l← 0;

2 µ← 1;

3 ϵ ← 0;

4 repeat

5 ϵ ← l+µ
2
;

6 if R′(ϵ) > 0 then

7 l← ϵ;

8 else

9 µ← ϵ;

10 until µ − l < ξ;

11 q← ϵ;

12 基于公式 (3-77)计算 ϵ∗;

13 y∗ ← g(ϵ∗);

14 利用公式 (3-79)计算 τ∗;

15 return τ∗;

前点 ϵ 在函数 R(·)的增区间上，则在下回迭代中搜索区间 (ϵ, µ)；否则，在下回迭代中

搜索区间 (l, ϵ)。其中，ξ是给定的精度参数。然后在第 12-14行分别基于公式 (3-77)和

(3-79)计算 ϵ∗和 τ∗。下面分析算法的时间复杂度。

定理 6 算法3的时间复杂度为 O(log2(1ξ ))，其中 ξ是给定的精度参数。

证明 根据函数 R(·)的单峰性质可得，在算法第 2-8行的迭代中，q始终在区间 (l, µ)上。

因为 ϵ 要么等于 l,要么等于 µ，所以当 µ − l < ξ时，|ϵ − q| < ξ。由于每次迭代都将区间
(l, µ)缩小为原来的 1

2
，则经过 n轮迭代后，µ − l = 1

2n，即迭代次数满足
1
2n < ξ时算法终

止。算法的其他部分只需要常数时间，因此算法3的总体时间复杂度为 O(log2(1ξ ))。 □

3.7 实验评估

本节用文献中最常用的对数正态分布和指数分布来评估算法3的性能。对数正态分

布的参数设定为 µ = 0，σ = 1.5，对应的理论上的最优保留价格为 r∗ = 1.5105。指数分

布的参数设定为 λ = 3，对应的最优保留价为 r∗ = 3.0005。两个分布的概率密度函数及

虚拟价格函数图3.1所示。本节所有实验均由 python 2.7实现，运行在一台搭载了四核 i7

处理器，运行内存 16G，操作系统为 64位Windows 10的设备上。通过上一节的分析可

知，算法的时间复杂度不会随着广告商数量 N、广告位数量 K 和广告竞标总次数 M变

化，本文统一将 ξ设置为 10−8，算法可在 1秒内返回结果。
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图 3.1 权重价值的概率密度函数及虚拟权重价值函数

首先分析算法3的鲁棒性。M的设定一般考虑广告权重价值分布保持不变所能进行

的竞标活动的总次数，搜索引擎可以通过专家经验或者历史数据来预估这个值，但预估

的结果可能不准。令 τ(5)和 τ(10)分别来表示在对 M的预估的误差为 5%和 10%的情况

下由算法3算出的最优采样数。搜索引擎在采样数为 τ∗、τ(5) 和 τ(10) 时的全局期望收益

展示在表3.1-3.4中，其中每个参数设定下的 R̂(·)都是 400次实验的平均值。搜索引擎在

知道广告权重价值分布时能达到的理论上的最大期望收益为 1。可以看到用 τ∗回合来采

样能得到非常高的全局收益，在所有的实验中，̂R(τ∗) > 0.9。通过比较不同参数下 R̂(τ∗)
与 R̂(τ(5))和 R̂(τ(10))的值可得算法3对 M的估计误差是鲁棒的，因为收益受该误差的影

响很小。实验结果表明搜索引擎的收益随着 N的增加而增加，随着 K的增加而减少，这

主要是因为采样阶段的收益损失与 N 呈负相关关系，而与 K 呈正相关关系（见定理1）。

表 3.1 针对对数正态分布的性能评估（N = 5）。

M K R̂(τ∗) R̂(τ(5)) R̂(τ(10)) G(S 1) G(S 2) G(S 3)

2 .9199 .9174 .9148 13.2% 0.54% 16.2%
5e+6 3 .9079 .9047 .9015 6.65% 0.61% 45.5%

4 .9005 .8969 .8933 3.14% 4.10% 101%

2 .9614 .9601 .9587 1.67% 1.15% 20.2%
5e+7 3 .9513 .9496 .9478 0.28% 5.37% 50.8%

4 .9449 .9428 .9408 0.09% 11.6% 114%

接下来将 τ∗与三个基础策略做比较。前两个策略分别记为 S 1和 S 2，它们分别用前

0.1 · M 回合和前 0.3 · M 回合来采样。第三个基础策略 S 3 作为一个基准，在整个 M 回

合的竞标中一直将保留价设置为零。令G(S j)表示本章提出的策略与三个基础策略，S j，
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表 3.2 针对对数正态分布的性能评估（N = 500）。

M K R̂(τ∗) R̂(τ(5)) R̂(τ(10)) G(S 1) G(S 2) G(S 3)

2 .9678 .9657 .9642 6.07% 2.20% 12.1%
5e+6 3 .9662 .9650 .9641 5.14% 1.68% 13.2%

4 .9655 .9601 .9589 3.23% 0.52% 14.3%

2 .9752 .9728 .9701 5.25% 2.23% 15.6%
5e+7 3 .9701 .9688 .9656 4.94% 1.62% 17.2%

4 .9662 .9652 .9643 4.05% 0.91% 20.1%

表 3.3 针对指数分布的性能评估（N = 5）。

M K R̂(τ∗) R̂(τ(5)) R̂(τ(10)) G(S 1) G(S 2) G(S 3)

2 0.9677 0.9542 0.9520 11.2% 0.48% 15.3%
5e+6 3 0.9446 0.9401 0.9356 5.64% 0.56% 43.5%

4 0.9186 0.9045 0.8993 3.10% 3.89% 89.1%

2 0.9842 0.9837 0.9705 1.55% 1.03% 18.7%
5e+7 3 0.9700 0.9652 0.9595 0.22% 4.97% 47.6%

4 0.9542 0.9450 0.9400 0.08% 11.2% 105%

j = 1, 2, 3，相比全局收益增加的相对量，定义如下：

G(S j) =
R(τ∗) − R(S j)

R(S j)
, j = 1, 2, 3. (3-81)

G(S j)的值越大，本章的策略与 S j相比就越好。从表3.1-3.4可以看出，本章的方法得出

的策略在所有实验设定下都要优于其他三个策略。可以发现当 N比较小时，G(S 1)随着

K 递减，而 G(S 2)随着 K 增加，当 N 比较大时，G(S 1)和 G(S 2)都随着 K 而减小。这

是由于在其他参数固定时，N 越大则最优采样数越大（因为 N 越大采样阶段的损失越

小），因而 N = 5时最优采样数落在了 0.1M和 0.3M之间，N = 500时最优采样数大于

0.3M，同时，最优采样数随着 K 的增大而减小，S j 越靠近最优采样数其对应的 G(S j)

越小。此外从表格中还发现，N 越小，不设置保留价的损失越大。总体而言，当广告商

的权重价值服从指数分布时，算法得到的收益略微高于使用对数正态分布，但本文提出

的算法不依赖具体的分布形式，因而在两种分布中都比其他策略的性能好。与 S 3 的比

较表明设置合适的保留价能极大地提高搜索引擎的收益。

3.8 总结

本章研究有限次的 GSP广告竞标活动最优采样数的设置问题。本章分析了采样中

和采样后搜索引擎的收益的竞争比，并将原问题写成了一个带有约束的混合整数非凸优

化问题。本章证明了最优采样数的存在性和唯一性。实验结果表明本章提出的方法优于
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表 3.4 针对指数分布的性能评估（N = 500）。

M K R̂(τ∗) R̂(τ(5)) R̂(τ(10)) G(S 1) G(S 2) G(S 3)

2 0.9857 0.9823 0.9786 5.89% 1.78% 11.7%
5e+6 3 0.9812 0.9794 0.9785 4.76% 1.56% 12.2%

4 0.9762 0.9728 0.9711 3.33% 0.53% 13.8%

2 0.9921 0.9896 0.9861 4.95% 1.79% 13.8%
5e+7 3 0.9878 0.9843 0.9814 4.33% 1.52% 16.6%

4 0.9864 0.9820 0.9795 3.18% 0.84% 19.4%

基础方法。
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第四章 马尔科夫完美均衡和长远利益优化

本章着重于研究云计算服务商基于长远利益的价格优化，主要考虑到市场的三个重

要性质：1）服务商仅知道市场中的不完全信息；2）市场在不断发展中，因为用户数量

在不断增加，但平台的边际成本在降低；3）由于服务商和用户的逐利特性，市场充满竞

争。本章首先提出一个随机博弈（Stochastic Game）模型来模拟云计算市场。为了便于

分析，本章将时间离散化并假设在任意两个相邻时间点之间服务商的价格保持不变，下

一章研究服务商在任意时间区间的动态定价策略的优化问题。本章用马尔科夫完美均衡

（Markov Perfect Equilibrium，MPE）来定义服务商基于长远利益的最优价格策略，然后

将计算MPE的问题分解为两个子任务：1）将原始的随机博弈分解为多个标准形式博弈

并计算每个标准型子博弈的均衡策略；2）基于第一步得到的结果和一个简单的假设来

计算原始的随机博弈的 MPE策略。实验结果表明本章的算法对于求解 MPE是十分高

效的，且MPE策略比其他已有的基于长远利益的价格策略带来的收益更高。

4.1 引言

在过去的几年里，云计算服务在工业界取得了巨大的成功，因为它将人们从安装、

配置、维护和更新一些列硬件和软件的体力劳动中解放了出来。越来越多的公司企业和

个人和用户开始使用云计算服务，这导致市场的增长十分迅速。理性的用户总是会选择

能最好地满足自己需求的服务商。尽管提高服务质量是重要的提高收益的途径，价格策

略也是一项不可或缺的吸引用户的方法，尤其当市场中有多个竞争者时 [145–147]。考

虑到市场的快速发展，如何优化定价策略来使得长远的总利益最大化对于服务商来说是

一个重要且具有挑战性的问题。

本章着重于解决基于长远利益的价格策略优化问题，主要有以下两点贡献。第一，

本章提出了一个实际的可以精确描述市场发展的模型。具体来说，本章的模型考虑到了

云计算市场的如下性质：1）服务商并不知道每个用户的需求量、收益函数和偏好，即用

户信息对于服务商来说是不完全的；2）市场是在不断发展的，即用户量在市场饱和前

会持续增加，与此同时，随时技术的发展服务商的边际成本会持续降低；3）市场中通常

有多个服务商，会形成竞争。尽管已经有一些计算服务商基于长远利益的最优定价策略

的工作，但没有一个考虑了上述所有特征，即不完全信息、市场的发展和市场竞争。文

献 [148]中提出了一个非合作竞争模型，其关注于求解一次性博弈中的均衡策略，并没

有考虑长期收益。一些工作 [83,84]假设市场中只有一个服务商，这与当今真实世界中

的云市场相违背。其他一些工作分析用户对服务商价格的反应行为，但忽略了服务商之

间的竞争 [10,85]。文献 [11]中研究了竞争的市场，但只简单假设只有一个主动优化策
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略的服务商，其他服务商都跟随前者相应调整价格，这种假设过强，现实世界中服务商

（尤其大公司）往往会主动制定自己的价格策略。文献 [86]考虑了竞争，但没有考虑市

场的长远发展，且他们的算法只能被用于仅有几个用户的小规模市场。一个离散选择模

型在 [87]中被提出，用于描述用户的选择行为，但却忽略了用户信息对服务商来说是不

完全的这一事实。本章将市场抽象成一个随机博弈 [149]，其中玩家独立且同时选择他

们各自的策略。使用十分广泛的方案概念MPE [150,151]被用来模拟服务商的行为。由

于市场中的不完全信息，庞大的用户数量和状态空间，求解MPE策略是一个很难的问

题。

本章的第二个贡献在于设计高效的算法来计算 MPE。原始的随机博弈被分解成许

多标准形式子博弈，然后原问题可以分两步解决。第一步，计算每个标准型子博弈在不

完全信息下的纳什均衡（Nash Equilibrium under Incomplete Information），以下简称 NE；

第二步，将这些 NE整合起来构建完整随机博弈的MPE。最常用的均衡计算方法为最优

响应迭代 [68,86,123,152]，该算法被证明在拥塞博弈和势博弈中一定收敛 [68,152]。在

标准型子博弈中，这类算法可能陷入无限循环无法收敛 [123]。本章设计了一个计算 NE

的算法，如果 NE存在，则算法一定会收敛。此外，本章还讨论如何扩展算法来解决 NE

不存在的问题。整合这些NE来计算原始完整的随机博弈的MPE可以使用Q-learning类

型的算法 [153,154]，然而，这类算法效率很低，因为它们需要不停地迭代更新每个状态

的值直到最后收敛。本章提出了一个基于动态规划的算法，无需迭代求解。该算法建立

在一个简单的假设上，即服务商在下一个时间点的价格不会高于前一个时间点，亦即广

告商不会提高价格 [11,35,90]。

本章做了大量实验来评估算法的有效性，并展示了服务商如何根据 MPE来设置价

格。实验结果表明，与已有的基于长远利益的策略相比，MPE策略可以为服务商带来极

大的性能提升。

本章的剩余部分组织如下。第4.2节首先提出一个考虑了不完全信息、发展和竞争

的市场模型，并将其规划成一个随机博弈，然后给出MPE的定义。第4.3节介绍如何分

解求解MPE的问题，并设计相应的算法。第4.4节做大量的实验来评估算法性能。总结

在最后一节给出。

4.2 建模

本节首先提出涵盖不完全信息、发展和竞争的市场模型，然后将其规划成一个随机

博弈并给出基于长远利益的均衡策略的定义。

4.2.1 不完全信息建模

本章考虑时间离散化的云计算服务市场。令 t ∈ N+ 表示离散的时间点（阶段），

N(t) ∈ N+表示阶段 t时用户的数量。假设市场中一共有 K ∈ N+个服务商。用 [K]代表
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集合 {1, 2, . . . ,K}。对每个用户 j ∈ [N(t)]，他选择服务商 i能获得的收益为

ut
j,i(pi,t) = d j,t(θ j − pi,t + ϕ j,i), (4-1)

其中 d j,t 是用户 j在阶段 t 的需求量，θ j 是用户 j的边际收益，pi,t 是服务商 i在阶段 t

设定的价格，ϕ j,i代表用户 j对服务商 i的偏好。用户需求可以被看成是其在阶段 t需要

的虚拟机（或其他设备）的数量，偏好用于表征用户对于一个服务商的忠诚度 [86,148]。

理性的用户总会选择能给自己带来最大收益的服务商。令 Ni(t, pt)表示在阶段 t选择服

务商 i的用户的集合，则有 1⃝

Ni(t, pt) = { j ∈ [N(t)]|ut
j,i(pi,t) > max{0, ut

j,i′(pi′,t)};∀i′ , i}. (4-2)

其中 pt = (p1,t, p2,t, . . . , pK,t)。

已有的工作假设服务商精确地知道每个用户的私人信息，包括他们的需求、收益函

数和用户偏好 [86,148]，但在现实世界中，这种假设是不成立的。尽管文献 [11]中假设

这些信息服从一定的分布，但其算法本质上还是依赖于用户的准确信息，而非分布信

息。本章从现实角度出发，假设服务商仅知道用户私人信息的概率分布。为了便于跟已

有的工作比较 [11,155,156]，本章采用如下假设 2⃝：

• 用户在阶段 t的需求是独立同分布的，且服从一个指数分布，该分布的概率密度

函数为

f (x|λ(pt−1)) = λ(pt−1)e−λ(pt−1)x, (4-3)

其中

λ(pt−1) =
Λ

K

K∑
i=1

pi,t−1, (4-4)

Λ是分布的参数。这个公式与经验相符，即降低价格会导致用户需求增加。

• 用户的边际收益也满足独立同分布，服从一个均衡分布，其累积分布函数为U(x),

其中 x ∈ [Ul,Uu]。

• 用户的对服务商 i的偏好同样满足独立同分布，服从一个伽马分布，其概率密度

函数为

gi(x) =
1

bqi
i Γ(qi)

xqi−1e
−x
bi , (4-5)

其中 Γ(·)是伽马函数，bi和 qi是分布的参数。该分布的累积分布函数记为Gi(x)。

1⃝ 由于用户需求、收益和偏好都被假定为连续变量，平局出现的概率为零，因此本章没有考虑平局处理的规则。

2⃝ 本章中的结果可以被直接应用到其他分布形式，因为本章的算法于分布无关。
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4.2.2 市场发展建模

本节介绍市场的发展特性，这主要是因为增长的用户数量的降低的边际成本。

当今的云计算市场正在快速发展，越来越多的用户开始使用云服务。本章用经典的

逻辑增长函数 [157,158]来表征增长的用户数量：

N(t) = ⌈ N0N∞
N0 + (N∞ − N0)e−κt

⌉, (4-6)

其中 N0是最初的用户数量，N(t)表示在阶段 t市场中的用户数量，N∞是市场饱和后的

用户数量，κ > 0是表征市场发展速度的参数。当 t足够大时，N(t)收敛到 N∞。用 TN 来

表示市场达到饱和的时间，其满足当 t ≥ TN 时 N(t) = N∞，否则 N(t) < N∞。

给定 d j,t、θ j和 ϕ j,i的值，∀ j ∈ [N(t)]和 i ∈ [K]，可以很容地计算 Ni(t, pt)，于是服务

商 i的边际成本可以表示为 [159]

ci(t, pt) = ci,0(
∑

j∈Ni(t,pt)

d j,t)
−βδ(t), (4-7)

其中 ci,0是服务商 i最开始的边际成本，β是一个很小的正的常数（通常≪ 1），用于表

征由于经济效应，边际成本会随着总的用户需求增加而递减。将 δ(t)称作时间因子，定

义如下：

δ(t) =


e−ηt if t < Tc;

e−ηTc 否则,
(4-8)

其中 Tc 是一个充分大的数，0 < η < 1是一个参数。这个因子表明，随着技术的进步和

硬件的发展，边际成本会逐渐降低，但最低有个下界 Tc，因为成本不可能降为零。

至此为止本节已定义的符号总结在表4.1中。

4.2.3 市场竞争建模

随机博弈模拟多智能体交互系统，其中智能体之间相互独立且无协作地同时行动

[149]。

定义 4.1 一个拥有 K 个玩家的随机博弈是一个元组 ⟨S , A1, A2, . . . , AK , r1, r2, . . . , rK , γ, φ⟩，
其中

• S 是状态空间；

• Ai 是玩家 i的纯策略空间；

• ri : S × A→ R，A = ×K
i=1Ai，是玩家 i的即时收益函数；

• γ是折损因子；

• φ : S × A × S → [0, 1]是状态转移概率函数。
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表 4.1 长远利益符号总结

t 离散时间点（阶段）

N(t), N0, N∞ 阶段 t、初始阶段和饱和阶段的用户数量

K 服务商数量

[K] 集合 {1, 2, . . . ,K}
κ 市场发展速度参数

β 经济效应参数

Tc 市场饱和时间点

η 边际成本参数

pi,t 服务商 i在阶段 t设置的价格

pt 服务商的价格向量 (p1,t, p2,t, . . . , pK,t)

Ni(·) 服务商 i的用户集合

ci,0, ci(t, ·) 服务商 i在初始和阶段 t的边际成本

d j,t 用户 j在时刻 t的需求量

θ j 用户 j的边际收益

ϕ j,i 用户 j对服务商 i的偏好

ut
j,i(·) 用户 j在时刻 t选择服务商 i能获得的收益

f (·), Λ 用户需求的概率密度函数和分布参数

U(·), Ul, Uu 用户边际收益的累积分布函数和分布参数

gi(·), Gi(·), bi, qi 用户对服务商 i的偏好的概率密度函数、累积分布函数和分布参数

在一个随机博弈中，给定当前的状态 s ∈ S，每个玩家 i ∈ [K] 采取一个纯策略

ai ∈ Ai(s)并得到一个即时收益 ri(s, a)，其中 Ai(s) ⊂ Ai 是玩家 i在状态 s的可行集（可

行纯策略集合）且 a = (a1, a2, . . . , an)。博弈的状态以概率 φ(s, a, s′)从 s转移到 s′ ∈ S。

令

πi : S → Ai (4-9)

表示玩家 i的策略，玩家 i基于该策略的长期收益（未来折损收益总和）被定义为

Vi(s, π(s)) = ri(s, π(s)) + γ
∑
s′∈S

φ(s, π(s), s′)Vi(s′, π(s′)), (4-10)

其中 π(·) = (π1(·), π2(·), . . . , πn(·))是所有玩家的策略向量。在云服务市场，纯策略空间
Ai，∀i ∈ [K]，包含有限个元素，因为纯策略对应于离散的价且真实世界中的服务商不能

设置无限大的价格。给定 pt−1、t和 pt，服务商 i的期望即时收益可以被写为

ri(pt−1, t, pt) = Ept−1
i {

∑
j∈Ni(t,pt)

d j,t(pi,t − ci(t, pt))}, (4-11)

其中 Ept−1
i {·} 是对分布 f (·|λ(pt−1))、U(·) 和 gi(·) 取的期望。上式的详细计算过程将在

第4.3.4节给出。上式表明，一个服务商的收益不仅与自己设定的价格有关，还依赖于其

他服务商的定价。因此，服务商需要通过制定合适的价格策略与他人竞争从而获得更高

53



中国科学院博士学位论文 ──互联网应用中的均衡计算及收益优化

的收益。云市场中的状态 s可以被表示为一个元组 (pt−1, t)，纯策略向量 a对应于服务

商的价格 pt。于是有

S = A × N+. (4-12)

本章的模型中的状态转移概率 φ(·)的计算非常直接。给定当前状态 s = (pt−1, t)和价格

（纯策略）向量 pt ∈ A，状态以概率 1转移到 (pt, t + 1)，即，

φ(s, pt, s′) =


1 if s′ = (pt, t + 1);

0 否则.
(4-13)

用符号

φ−1(s, pt) = (pt, t + 1) (4-14)

来表示确定性的下一个状态 (pt, t + 1)。

博弈论在研究定价策略的问题中被广泛使用 [160,161]。由于每个服务商在考虑竞

争对手的策略的同时都想最大化自己的长期收益，均衡的方案概念适用于对服务商行

为进行建模。在随机博弈中最常用的纯策略均衡是马尔科夫完美均衡，MPE，该均衡是

子博弈完美纳什均衡的一个改进形式，已经被用到了云计算市场来描述服务商的行为

[86,87]。令 π−i(·)表示除了 i其他服务商的策略向量，则可以如下定义MPE：

定义 4.2 云服务市场的一个MPE是一个策略向量 π∗(·)，它满足 ∀s ∈ S , i ∈ [K]，

Vi(s, π∗(s)) ≥ Vi(s, (πi(s), π∗−i(s))),∀πi(·). (4-15)

4.3 计算均衡策略

本节设计一个算法来求解MPE策略。正如文献 [11,90]中指出的以及从现实世界中

观察到的那样 [35]，从长远来看，当今市场中的服务商很少会逐步提高价格，因为用户

数量随着时间增长的同时边际成本在降低。因此，本章很现实地假设服务商在当前阶段

设置的价格不会高于上一个阶段，公式化的定义如下：

假设 4.1 ∀i ∈ [K]和 (pt−1, t) ∈ S，Ai(pt−1, t) = {ai|ai ∈ Ai ∧ ai ≤ pi,t−1}.

根据定义4.2，可以将MPE策略重写为 ∀i ∈ [K]和 s ∈ S，

π∗i (s) = arg max
ai∈Ai(s)

{ri(s, (ai, π
∗
−i(s))) + γV∗i (s

′)}, (4-16)

其中

s′ = φ−1(s, (ai, π
∗
−i(s))) (4-17)
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是下一个状态，

V∗i (s
′) = Vi(s′, π∗(s′)) (4-18)

被称作服务商 i的状态值。为了方便表示，定义符号 V∗(s′) = (V∗1(s
′),V∗2(s

′), . . . ,V∗K(s
′))。

Q-learning 类型的算法可被用来计算随机博弈中的 π∗i (s) [86,162]，然而，这类算

法需要重复更新所有 i ∈ [K] 和 s ∈ S 的状态值 V∗i (s) 直到收敛到一个近乎最优的解。

Q-learning算法中的 Q-value定义如下：

Q∗i (s, ai) = ri(s, ai, π
∗
−i(s)) + γV∗i (s

′), ai ∈ Ai(si). (4-19)

上式中，Q∗i (s, ai)是 i在状态 s采取纯策略 a并在之后采用 MPE策略能得到的长期收

益。公式 (4-16)也可以写为

π∗(s) = arg max
ai∈Ai(si)

Q∗i (s, ai), (4-20)

这表明一旦知道了所有状态和纯策略的 Q∗i (s, ai)，可以直接计算 π∗i (·)。Q-learning算法

随机初始化所有 i ∈ [K]、s ∈ S 和 ai ∈ Ai的 Qi(s, ai)，然后基于下面的公式更新 Q-value：

Qi(s, ai)← ri(s, ai, π−i(s)) + γ max
a′i∈Ai(s′i)

Qi(s′, a′i), (4-21)

其中 πi(s) = argmaxai∈Ai(si) Qi(s, ai)。理论上来讲，每一个 Q-value需要被更新无限次以

保证它能收敛到精确的 Q∗i (s, ai)，当状态空间很大时，这种操作是非常耗时的。在本章

的模型中，状态空间的大小为

|S | = T
∏
i∈[K]

|Ai|, (4-22)

是非常大的，因此用 Q-learning算法的效率很低。下一节将设计一个基于假设4.1的高效

的算法，每个状态的值最多被更新一次且算法可以得到精确的MPE策略。

4.3.1 问题定义

从公式 (4-16)可以看出，如果给定所有的 a ∈ A(s)的状态值 V∗(φ−1(s, a))，状态 s

的MPE策略 π∗(s)等价于一个有 K个玩家的标准型子博弈 [68]，Φ(s)，的 NE策略。该

标准型子博弈中玩家 i的长期收益函数为

ri(s, a) + γV∗i (φ
−1(s, a)). (4-23)

基于此，可以将计算完整的随机博弈的MPE策略的问题分解两个子问题，第一个是计

算一个给定状态 s对应的标准型子博弈 Φ(s)在所有的 φ−1(s, a)，∀a ∈ A(s)，已知时的

NE，第二个是考虑到原问题中状态值都是未知情况如何利用第一个子问题的解来构建

π∗(·)。
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4.3.2 下一状态已知时计算 Φ(s)的 NE

本节中假设对于所有的 a ∈ A(s)，V∗(φ−1(s, a))的值都是已知的。标准型子博弈 Φ(s)

的 NE 意味着每个服务商的策略都是对对手策略的最优响应。受这个观察的启发，已

有的工作引入了最优响应迭代的算法来计算 NE [68,123,152]，该算法首先随机初始化

π∗(s)，然后在每轮迭代中随机选择某个 i ∈ [K]并用 i对 π∗− j(s)的最优响应来更新 π∗i (s)，

直到每个人的最优响应都等于自己当前的策略。这个算法被证明在势博弈和拥塞博弈

中一定收敛 [152]，但在一般的博弈中没有理论保证。为了说明原因，本节引入策略向

量图（Strategy Profile Graph，SPG）的概念 [123]，图中的结点对应于一个纯策略向量

a ∈ A(s)，如果 a能通过某个玩家的最优响应行为变换到 a′ ∈ A(s)，那么图中就有一条从

a指向 a′ 的有向边。一旦最优响应算法陷入到 SPG的一个没有出边的强连通子图，或

称 Sink Equilibrium，算法将进入无限循环无法收敛，如图4.1所示。为了解决这个问题，

Cycle & Sink 
Equilibrium

Nash Equilibrium

Cycle

图 4.1 策略向量图

本节设计了算法4，如果 NE存在，则该算法保证能收敛到 Φ(s)的一个 NE。令 Cs(a)表

示 SPG中结点 a ∈ A(s)的子结点，于是有当且仅当 a ∈ Cs(a)时 a是一个 NE。算法4的

基本思想是从一个结点开始，沿着最优响应边搜索 NE，过程中删除每个被访问结点的

入边来避免陷入环路。

命题 4.1 子程序 f indNE(a)一定会终止。

证明 由于 a被从所有 a′ ∈ A(s)的Cs(a′)中删除了，这等价于删除结点 a的所有入边，当

f indNE(·)被调用时，图中的每个顶点只会在 f indNE(·)的递归中被处理最多一次，即，
f indNE(·)不会陷入无限递归。由于 A(s)是有限的， f indNE(a)一定会在 NE已经被找

到或者 Cs(a)为空时终止。 □

定理 4.1 如果子博弈 Φ(s)有 NE，算法4一定会返回一个 NE策略 π∗(s)。
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Algorithm 4:计算 Φ(s)的 NE

// 主程序

1 初始化所有 a ∈ A(s)的 A(s)和 Cs(a);

2 while True do

3 随机选择一个初始纯策略向量 a ∈ A(s);

4 if (result← f indNE(a)) , NONE then

5 return result;

// 子程序 f indNE(a)

6 if a ∈ Cs(a) then

7 return a;

8 从 Cs(a′)，∀a′ ∈ A(s)，和 A(s)中删除 a;

9 while Cs(a)非空 do

10 随机从 Cs(a)中选择一个 a′;

11 if (result← f indNE(a′)) , NONE then

12 return result;

13 return NONE;

证明 令 a0表示算法使用的第一个初始结点并考虑以下两种情况。

情况 1：存在一条连接 a0和一个 NE的路径。如果 a0是一个 NE（即Cs(a0) = {a0}），
那么 f indNE 直接终止并返回 a0。否则， f indNE(a0)会删除所有指向 a0 的边。注意这

个操作不影响 a0和 NE的连接性。接下来，f indNE(a0)随机选择 a0的一个子结点 a′并

调用 f indNE(a′)。基于 a′是否连接到一个 NE，有两种场景需要考虑。

第一，如果 a′ 没有连接到一个 NE，那么根据命题4.1， f indNE(a′)会返回 NONE。

此外， f indNE(a′)只能删除 a′的入边以及 a′能跳转到的结点。由于 a′没有连接到一个

NE，它能跳转到的结点也一定没有连接到一个 NE。因此，f indNE(a′)删除的边没有改

变 a0和 NE的连接性。在 f indNE(a′)返回 NONE之后，f indNE(a0)会从 Cs(a0)中随机

选择另一个子结点并调用 f indNE。值得注意的是，根据情况 1的假设，至少有一个 a0

的子结点会连接到一个 NE，这类子结点一定会被 f indNE(a′)选择到，从而触发以下的

第二种场景。

第二，如果 a′ 连接着一个 NE， f indNE(a′)删除 a′ 的入边没有破坏 a′ 与 NE的连

接性。此时可以将 a′ 视为一个新的初始点。根据上一段的分析，a′ 的一个连接 NE的

子结点，假设为 a′′，会被 f indNE(a′)选择到，然后 f indNE(a′′)被调用。由于递归函数

f indNE一定会终止（命题4.1）,一个连接NE的结点 a∗最终会被选择到并由 f indNE(a0)
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返回。

情况 2：a0没有连接到任何 NE。当 f indNE(a0)被调用时，a0可以跳转到的结点将

会被从 A(s)中删除。由于 NE存在，至少有一个结点 a1 ∈ A(s)连接到 NE或者 a1本身

就是 NE。因为 a0没有连接到 NE，a0能跳转到的结点也不会连接到。由此，f indNE(a0)

删除这些结点的入边不会改变 a1和 NE的连接性。每次尝试一个新的初始点，算法4要

么返回一个 NE，要么从 A(s)中删除一些结点。由于 |A(s)|是有限的，算法4一定会返回

一个 NE。 □

考虑到子博弈 Φ(s)中 NE可能不存在，本节引入 ξ-approximate NE（ANE）[68]，它

被定义为一个策略向量，满足玩家通过单独偏离它能额外获得的收益不会超过 ξ的条件。

ANE总是存在的，因为 ξ 可以设置为无限大。这样便可以将算法4扩展到计算 ξ-ANE。

具体来说，首先要定义玩家的 ξ-最优响应为一个纯策略集合，采用里面的策略带来的收

益比采取最优响应得到的收益少不超过 ξ，然后可以通过用 ξ-最优响应边替换 SPG中原

有的边来构建一个新的图并将算法4用到新的图中。定理4.1意味着算法4会返回 Φ(s)的

一个 ξ-ANE。本章的实验结果表明在绝大部分设定下 ξ都非常小。

4.3.3 计算整个随机博弈的 MPE

首先定义市场进入稳态的时间为

T = max{TN ,Tc}. (4-24)

从第4.3.2节可以得出，为了用算法4计算 π∗(s)（其中 s = (pt−1, t)，t < T），需要知道

所有 a ∈ A(s)的 V∗(a, t + 1)，→为了计算所有 a ∈ A(s)的 V∗(a, t + 1)，需要知道所有

a′ ∈ A(s)的 V∗(a′, t + 2)和 π∗(a′, t + 2)，→ . . .，→需要知道所有 a′′ ∈ A(s)的 V∗(a′′,T )

和 π∗(a′′,T )。此外还有如下定理：

定理 4.2 ri(a, t, a′) = ri(a,T, a′)，∀i ∈ [K]，a ∈ A，a′ ∈ A和 t ≥ T。

证明 考虑两个分别以 (a, t)和 (a,T )为初始状态的原始随机博弈的子博弈，其中 t > T。

由于当 t > T 时用户数量 N(t)和边际成本 c·(t, ·)不在随着 t改变，下式成立：

r·(a, t, a′) = r·(a,T, a′), ∀t > T. (4-25)

也就是说，可以忽略参数 t并将两个子博弈看成是等价的。 □

于是可以将 (a, t)和 (a,T )看成是一样的状态，因而有

π∗(a, t) = π∗(a,T ), ∀a ∈ A, t ≥ T. (4-26)

58



第四章 马尔科夫完美均衡和长远利益优化

基于上述结果，计算完整的随机博弈的MPE的关键就在于计算所有 a ∈ A和 t ≥ T 的状

态值 V∗(a, t)以及 MPE策略 π∗(a, t)。本节将设计一个基于动态规划的算法来计算集合

{(a, t)|a ∈ A, t < T }中所有状态的MPE策略。

令 s0 = (amin, t)，∀t ≥ T，其中 amin = (min(A1),min(A2), . . . ,min(AK))。从假设4.1可

得 A(s0) = {amin}，这意味着

π∗(s0) = amin. (4-27)

由于长期收益 Vi(s, π(s))是未来无限时间的折现收益的总和，结合假设4.1，有 ∀i ∈ [K]，

V∗i (s
0) =

∞∑
m=0

γmri(s0, amin) =
ri(s0, amin)

1 − γ , (4-28)

其中 ri(s0, amin)可以用公式 (4-11)来计算。为了计算所有 a , amin 和 t ≥ T 的 V∗(a, t)和

π∗(a, t)，引入符号 Ai, j 来表示 Ai 中第 j小的元素，然后定义函数 h : A → N来将一个纯
策略向量映射到一个整数：

h(A1, j1 , . . . , AK, jK) = ( j1 − 1) +
K∑

i=2

(( ji − 1)
i−1∏
l=1

|Al|). (4-29)

也就是说，h(·)建立了一个从有∏K
i=1 |Ai|个元素的空间 A到集合 {0, 1, . . . ,∏K

i=1 |Ai|−1}的
一对一映射。例如，假设市场中有 K = 3个服务商，纯策略空间分别为 A1 = {0.1, 0.2, 0.3}，
A2 = {0.25, 0.35}和 A3 = {0.15, 0.4, 0.5}，那么有 h(0.1, 0.25, 0.15) = 0和 h(0.2, 0.35, 0.4) =

10。用 h−1(n)表示映射 h中 n的原像并用 sn来表示状态 (h−1(n), t)，n = 0, 1, . . . ,
∏K

i=1 |Ai|−
1，t ≥ T。下面的命题可将状态的映射和假设4.1联系起来。

命题 4.2 对于所有的 t ≥ T，a′ ∈ A(a, t)意味着 h(a′) ≤ h(a)。

根据公式 (4-29)可以很容易地证明该命题。命题4.2表明 π∗(sn)仅与所有 m ≤ n的状态

值 V∗(sm) 有关。由于已经知道了 V∗(s0)，如果 V∗(s1) 也已知，则可以用算法4来计算

π∗(s1)。然而，V∗(s1)依赖于 π∗(s1)，但 π∗(s1)是未知的。为了解决这个问题，首先需要

验证 h−1(1)是否是子博弈 Φ(s1)的一个 NE，如果是，那么 π∗(s1) = h−1(1)，否则，从

Φ(s1)的 SPG中删除 h−1(1)并用算法4来计算 π∗(s1)，此时无需知道 V∗(s1)的值。π∗(s1)

求得之后可用公式 (4-10)结合 π∗(s1)和 V∗(s0)来计算 V∗(s1)。采用的同样的方法，可以

依次基于 V∗(s0)和 V∗(s1)计算 π∗(s2)，基于 V∗(s0)、V∗(s1)和 V∗(s2)计算 π∗(s3)，等等，

如算法5的第 1-8行所示。验证 h−1(n)是否是子博弈 Φ(sn)的一个 NE需要以下定理：

定理 4.3 当且仅当 ∀i ∈ [K]，服务商 i无法通过单独偏离 h−1(n)而获得比 ri(sn,h−1(n))
1−γ 更高

的收益时，h−1(n)是子博弈 Φ(sn)的一个 NE。
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证明 根据公式 (4-10)，如果 h−1(n)是一个 NE，那么

V∗i (s
n)

= Vi(sn, π∗(sn)) (4-30)

= Vi(sn, h−1(n)) (4-31)

= ri(sn, h−1(n)) + γV∗i (s
n), ∀i ∈ [K]. (4-32)

上式表明

V∗i (s
n) =

ri(sn, h−1(n))
1 − γ . (4-33)

结合 NE的定义，证明完成。 □

Algorithm 5:计算整个随机博弈的MPE策略

// t ≥ T

1 π∗(s0)← amin，V∗i (s
0)← ri(s0,amin)

1−γ ，∀i ∈ [K];

2 for n = 1, 2, . . . ,
∏K

i=1 |Ai| − 1 do
3 if h−1(n)是子博弈 Φ(sn)的 NE then

4 π∗(sn)← h−1(n);

5 else

6 从子博弈 Φ(sn)的 SPG中移除 h−1(n);

7 用算法4计算 π∗(sn);

8 基于公式 (4-10)计算 V∗(sn);

// t < T

9 for t = T − 1,T − 2, . . . , 1 do
10 for a ∈ A do

11 s← (a, t);

12 用算法4计算 π∗(s);

13 基于公式 (4-10)计算 V∗(s);

14 returnMPE策略 π∗(·);

根据定理4.3，算法需要遍历每个服务商在状态 sn 时的可行集并检测是否存在某个

服务商 i能得到比 ri(sn,h−1(n))
1−γ 更高的收益，这个操作可在

∑K
i=1 |Ai|的线性时间内完成。在

所有 n ∈ {0, 1, . . . ,∏K
i=1 |Ai| − 1} 的状态值 V∗(sn) 得到后，可以用动态规划来计算所有

a ∈ A和 t < T 的 π∗(a, t)，该过程总结在算法5的第 9-13行。
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4.3.4 即时收益计算

算法4和5都涉及到公式4-11中定义的即时收益 r·(·)。本节研究如何计算 r·(·)，难点
主要集中在计算 Ept−1

i (
∑

j∈Ni(t,pt) d j,t)和 Ept−1
i ((
∑

j∈Ni(t,pt) d j,t)
1−β)。首先给出下面两个命题。

命题 4.3

Ept−1
i (

∑
j∈Ni(t,pt)

d j,t) =
N(t)Pi(pt)

λt(pt−1)
, (4-34)

其中 Pi(pt)是用户在服务商的价格向量为 pt 时选择 i的服务的概率，它等于∫ ∞

0

[(1 − U(pi,t − x))
∏
i′,i

Gi′(x − pi,t + pi′,t)gi(x)dx]. (4-35)

证明 Ept−1
i (
∑

j∈Ni(t,pt) d j,t) 为阶段 t 对服务商 i 的期望总需求，它等于每个用户期望的需

求量和选择服务商 i 的期望用户数的乘积。因为用户的需求是独立同分布的，于是有

∀ j′ ∈ [N(t)]，

Ept−1
i (

∑
j∈Ni(t,pt)

d j,t)

= Ept−1
i (d j,t)Ept−1

i (Ni(t, pt)) (4-36)

=
1

λt(pt−1)
Ept−1

i (Ni(t, pt)). (4-37)

因为用户的边际收益和偏好分别是独立同分布的，所以

Ept−1
i (Ni(t, pt)) = N(t)Pi(pt). (4-38)

给定 pt 和 ϕ j,i，用户 j选择服务商 i的概率为

Pi(pt, ϕ j,i) = (1 − U(pi,t − ϕ j,i))
∏
i′,i

Gi′(ϕ j,i − pi,t + pi′,t) (4-39)

对 ϕ j,i取期望有

Pi(pt) =

∫ ∞

0

gi(x)Pi(pt, x)dx. (4-40)

□

命题 4.4

Ept−1
i ((

∑
j∈Ni(t,pt)

d j,t)
1−β)

=

∫ +∞

0

z−βe−λt(pt−1)zdz ·
N(t)∑
m=1

(b(m; N(t), Pi(pt))

∏m
k=1(k − β)
(m − 1)! ), (4-41)

其中 b(·)表示二项分布。
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证明 首先有

Ept−1
i ((

∑
j∈Ni(t,pt)

d j,t)
1−β)

=

N(t)∑
m=1

P(|Ni(t, pt)| = m) · Ept−1
i ((

∑
j∈Ni(t,pt)

d j,t)
1−β
∣∣∣|Ni(t, pt)| = m), (4-42)

其中 P(|Ni(t, pt)| = m) 是在阶段 t 有 m 个用户选择服务商 i 的概率，它服从二项分布

b(m; N(t), Pi(pt))。令 Nm 表示所有包含 m个不同用户的集合构成的集合，令

zNi(t,pt) =
∑

j∈Ni(t,pt)

d j,t, (4-43)

然后有

Ept−1
i ((

∑
j∈Ni(t,pt)

d j,t)
1−β
∣∣∣|Ni(t, pt)| = m)

= ENi(t,pt)∈Nm(EzNi(t,pt)
((zNi(t,pt))

1−β)) (4-44)

= EzNi,t
((zNi(t,pt))

1−β),∀Ni(t, pt) ∈ Nm, (4-45)

其中第二个等式由用户需求是独立同分布的假设得来。令 ωm(z|λt(pt−1))，z ∈ (0,+∞)，
表示 Ni(t, pt) ∈ Nm时 zNi(t,pt)的概率密度函数。因为 d j,t，∀ j ∈ [N(t)]，服从同样的概率密

度函数 f (·)，所以有 zNi(t,pt)，∀Ni(t, pt) ∈ N2，的概率密度函数满足下式：

ω2(z|λt(pt−1))

=

∫ z

0

f (z − x|λt(pt−1)) f (x|λt(pt−1))dx (4-46)

=

∫ z

0

λt(pt−1)e−λt(pt−1)(z−x)λt(pt−1)e−λt(pt−1)xdx (4-47)

= λt(pt−1)
2ze−λt(pt−1)z. (4-48)

类似地，可以基于 ω2(·)得到 zNi(t,pt)，∀Ni(t, pt) ∈ N3，的概率密度函数：

ω3(z|λt(pt−1))

=

∫ z

0

ω2(z − x|λt(pt−1)) f (x|λt(pt−1))dx (4-49)

=
λt(pt−1)

3

2
z2e−λt(pt−1)z. (4-50)

通过一步步归纳推导可以得出 ωm(z|λt(pt−1))的通用概率密度函数，即

ωm(z|λt(pt−1)) =
λt(pt−1)

m

(m − 1)! zm−1e−λt(pt−1)z, (4-51)
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其中 z ∈ (0,+∞)。然后公式 (4-44)可以显式地重写为

EzNi(t,pt)
((zNi(t,pt))

1−β) =

∫ +∞

0

z1−βωm(z|λt(pt−1))dz. (4-52)

于是有

Ept−1
i ((

∑
j∈Ni(t,pt)

d j,t)
1−β) =

N(t)∑
m=1

(
b
(
m; N(t), Pi(pt)

)
λt(pt−1)

m

(m − 1)!

∫ +∞

0

zm−βe−λt(pt−1)zdz), (4-53)

通过分部积分可以得到下面的公式：∫ +∞

0

zm−βe−λt(pt−1)zdz = −e−λt(pt−1)z

λt(pt−1)
zm−β
∣∣∣+∞
0

+
m − β
λt(pt−1)

∫ +∞

0

zm−β−1 · e−λt(pt−1)zdz. (4-54)

由于 m − β > 0，有

− e−λt(pt−1)z

λt(pt−1)
zm−β
∣∣∣
z=0

= 0. (4-55)

很容易验证

lim
z→+∞

−e−λt(pt−1)z

λt(pt−1)
zm−β = 0. (4-56)

于是有 ∫ +∞

0

zm−βe−λt(pt−1)zdz =
m − β
λt(pt−1)

∫ +∞

0

zm−β−1e−λt(pt−1)zdz. (4-57)

通过不停迭代调用上面的推导可以得到∫ +∞

0

zm−βe−λt(pt−1)zdz =
∏m

k=1(k − β)
λt(pt−1)m

∫ +∞

0

z−βe−λt(pt−1)zdz, (4-58)

其中
∫ +∞
0

z−βe−λt(pt−1)zdz不依赖于 m，可用数值计算的方法来求得。 □

此时可以将公式 (4-11)中定义的期望即时收益显式地写为

ri(pt−1, t, pt)

= pi,t
N(t)Pi(pt)

λt(pt−1)
− ci,0δ(t)

∫ +∞

0

z−βe−λt(pt−1)zdz

·
N(t)∑
m=1

(b(m; N(t), Pi(pt))

∏m
k=1(k − β)
(m − 1)! ). (4-59)

4.3.5 近似算法

从第4.3.1节可以看出在算法4和5的每一轮循环中都要计算所有 i ∈ [K]的即时收益

ri(·)，其他的变量都依赖于 ri(·)的值，因此计算 ri(·)的效率会极大地影响算法的性能。
本节讨论如何高效地求得一个近似 ri(·)。
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根据公式 (4-59)，即时收益函数涉及计算求和公式

Υ =

N(t)∑
m=1

(b(m; N(t), Pi(pt))

∏m
k=1(k − β)
(m − 1)! ), (4-60)

其复杂度为 O(N(t)2)。当 N(t)很大时（例如 N(t) = 106），算法5的第 9-13行尤为耗时，

因为它需要遍历集合 {N(T −1), . . . ,N(1)}。本节提出一个基于定理4.4的方法近似计算Υ，

从而使得算法更高效。

定理 4.4 ∏N(t)
k=1(k − β)

N(t)!
≤ Υ

N(t)Pi(pt)
≤ (1 − β). (4-61)

证明 很容易验证

1

1 − β ≤
m!∏m

k=1(k − β)
≤ N(t)!∏N(t)

k=1(k − β)
, (4-62)

其中 m ∈ [N(t)]。给 Υ 的第 m 个元素，m = 1, 2, . . . ,N(t)，分别乘以 1
1−β，

m!∏m
k=1(k−β)

和
N(t)!∏N(t)

k=1
(k−β)
可以得到下面的公式；

1

1 − βΥ ≤
N(t)∑
m=1

m · b(m; N(t), Pi(pt)) ≤
N(t)!∏N(t)

k=1(k − β)
Υ, (4-63)

其中中间的公式等于二项分布 b(m; N(t), Pi(pt))的期望，等于 N(t)Pi(pt)。于是上面的不

等式可以重写为 ∏N(t)
k=1(k − β)

N(t)!
≤ Υ

N(t)Pi(pt)
≤ (1 − β). (4-64)

□

由于 β通常很小，
∏N(t)

k=1
(k−β)

N(t)! 和 (1 − β)会很接近于 1。因此可以用 αN(t)Pi(pt)，α ∈

[
∏N(t)

k=1
(k−β)

N(t)! , 1 − β]，来近似 Υ的值。值得注意的是 m · b(m; N(t), Pi(pt))在 m = ⌊N(t)Pi(pt)⌋
时达到最大值，且当 N(t)很大时，根据二项分布的性质，m · b(m; N(t), Pi(pt))的值会随

着 m从 ⌊N(t)Pi(pt)⌋减少（增加）到 1（N(t)）而迅速减小到 0。因此可用

Υ̂ =

∏⌊N(t)Pi(pt)⌋
k=1 (k − β)
⌊N(t)Pi(pt)⌋!

N(t)Pi(pt) (4-65)

来更加精确地近似 Υ，上式的计算复杂度为 O(N(t)Pi(pt))。通过将算法4和5中的即时收

益函数 ri(·)中的 Υ替换为 Υ̂，可以得到相应的近似算法。
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4.4 实验评估

本节做大量实验来评估所提的方法，首先测试算法的效率，然后阐释服务商在不同

参数设定下如何制定基于长远利益的价格策略，最后比较MPE和其他已有的策略。本

章的算法由 Python 2.7.13实现，所有实验运行在一台装备了 64位 windows系统、拥有

64GB内存和 3.4GHz四核处理器的计算机上。

4.4.1 算法评估

本节首先评估近似公式 Υ̂的性能，包括近似程度和计算效率。定义近似比为

Υ̂

Υ
, (4-66)

该比值衡量着近似公式 Υ̂与 Υ的接近程度。实验中部分参数设定如下：

• K = 3,

• N0 = 1000,

• N∞ = 50000,

• κ = 0.15,

• β = 0.01,

根据 N0、N∞ 和 κ可得 TN = 99。因此用户数量从阶段 1到 15以比较缓慢的速率增长，

之后从阶段 15到 50进入快速增长期，再之后逐渐进入稳定期，如图4.2所示。
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图 4.2 用户数量增长曲线

令 Tc = 100并令 |Ai| = 10 + i，Ai, j = j/10，∀i ∈ [K] j ∈ [|Ai|]。其余参数由随机采样
生成，取值空间如下所示：

• η ∈ [0.01, 0.1],
• γ ∈ [0.1, 1],
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• [Ul,Uu] = [1, 2],

• Λ ∈ [1, 10]，bi ∈ [0.1, 1],
• qi ∈ [0.1, 1]。

通过随机生成参数运行 100 次实验得到平均近似比和运行时间分别显示在

图4.3(a)和4.3(b)中。从图4.3(a)中可以看出近似比非常接近 1，这表明 Υ̂ 与 Υ 非常接

近。不同用户数量时计算 Υ和 Υ̂的时间以对数纵坐标展示在图4.3(b)中，可以看出当 t

很大（N(t)很大）时，计算 Υ非常耗时。与之比较，计算 Υ̂要高效得多。所以，近似公

式在满足高精度的同时计算效率也非常高。后文对算法的性能评估都基于该近似公式。
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图 4.3 近似公式评估

接下来评估所提算法的收敛性和执行效率。实验中的前 5个参数也用随机采样的方

法生成，采样空间如下所示：

• K ∈ {2, 3, 4, 5}，
• N0 ∈ {1000, 2000, . . . , 10000}，
• N∞ ∈ {50000, 60000, . . . , 100000},
• κ ∈ [0.1, 1],
• β ∈ [0.01, 0.05],

其他参数的取值空间与上文保持一致。为了评估算法4的收敛性，对于每一个 K ∈
{2, 3, 4, 5}，进行 1000 次实验，每次实验中的其他参数由上述基本设定随机生成。用

算法5计算 MPE 时，首先设定 ξ = 0。如果算法4在某个时间点 t ∈ {1, 2, . . . , T } 返回
NONE，则将 ξ 增大一个定值（本节的实验中取 0.1），直到算法能收敛到一个 ξ-ANE。

在每个 K 的取值下，ξ在 1000次实验中的统计结果列在表4.2中。从表中可以观察到对

于 K = 2, 3，算法4能收敛到每个子博弈的 NE，因此算法可以计算出整个随机博弈的精

确的 MPE策略。当 K ≥ 4时，大部分实验中（超过 99%）算法都找到了精确的 NE和

MPE。在本节的设定中，每个服务商的长期收益通常不会小于 100（见图4.6中的例子），

因此 ξ相较于收益而言是非常小的。也就是说，尽管个别实验中的随机博弈没有精确的

MPE，服务商却能达到一个距离MPE非常接近的近似MPE。
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表 4.2 算法4的收敛性

K max ξ min ξ avg ξ Prob(ξ = 0)

2 0 0 0 1
3 0 0 0 1
4 0.3 0 1e-3 0.993
5 0.2 0 7e-4 0.996

为了评估算法5的效率，令 N0 = 10000且 κ = 0.1，TN 选自 {100, 110, . . . , 150}。然后
有

T = max{TN ,Tc} = TN ∈ {100, 110, . . . , 150}. (4-67)

N∞ 可以通过 N0、κ和 TN 计算出来。本节假设服务商拥有相同的纯策略空间并研究算

法的运行时间如何随着 K、|Ai|和 T 变化，因为全局的状态空间高度依赖于这三个变量。

给定 K、|Ai|和 T，评估中计算 100次实验的平均运行时间，其他参数根据上述基本设定

随机采样生成。实验结果展示在图4.4中，结果表明运行时间几乎是 T 的线性函数。此

外，运行时间的增长率通常远远小于总纯策略空间大小的增长率。例如，当 K 从 4增

加到 5且每个服务商 i ∈ [K]的纯策略空间都为 |Ai| = 10时，总的纯策略空间增长了 10

倍，但算法5的运行时间仅增加了大约 2倍。由于现实世界中的市场通常有 3-4个大公

司，本章提出的算法可以有效地应用于真实的云计算服务领域。
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图 4.4 运行时间评估

4.4.2 MPE策略评估

本节详细研究MPE策略，首先给出参数设置规则，然后展示服务商使用MPE策略

的价格变化曲线。对于每一种参数设定，评估结果都是 100次使用不同初始点（算法4的

第 3行）的实验的平均值。本节最后以实验论证服务商没有单独偏离MPE策略的动机，

且MPE策略在优化长远利益方面优于其他已有策略。
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4.4.2.1 参数设定

本节的实验中，令

• N0 = 1000,

• N∞ = 50000,

• β = 0.01,

• κ = 0.15,

• η = 0.02,

• T = Tc = 100,

• γ = 0.8,

• Λ = 10,

• bi = 1, ∀i ∈ [K],

于是有 qi越大则说明在服务商设定相同的价格时 i的服务被用户选择的几率越大。在现

实应用中，这些参数可由领域专家来设置或者通过历史数据来估测，例如，估测用户需

求 [163]和偏好 [164]。

算法的评估基于表4.3中的四种场景。令前两个场景中 K = 4，后两种场景中 K = 3，

因为现实中大约有 3-4个大的云服务商。在所有场景中，令 |Ai| = 10 + i且 Ai, j = j/10，

∀i ∈ [K]， j ∈ [|Ai|]。假设服务商 i的初始价格为 pi,0 = max j Ai, j，∀i ∈ [K]。在场景 1和 3

中，初始边际成本（ci,0）高的服务商的用户偏好（qi）也高，在场景 2和 4中的设定刚

好相反。

表 4.3 评估用场景

Scenario K ci,0 qi

1 4 (0.45, 0.5, (0.25, 0.3,
0.55, 0.6) 0.35, 0.4)

2 4 (0.6, 0.55, (0.25, 0.3,
0.5, 0.45) 0.35, 0.4)

3 3 (0.5, 0.55, 0.6) (0.3, 0.35, 0.4)
4 3 (0.6, 0.55, 0.5) (0.3, 0.35, 0.4)

4.4.2.2 MPE策略

本节展示云计算服务商在不同的场景下如何按照 MPE策略来调整价格，见图4.5。

从图中可以看出在所有场景中，市场饱和之前的价格竞争非常激烈。由于用户数量的增

长和边际成本的降低，所有服务商趋向于逐渐降低自己的价格。在场景 1和 3中，边际

成本较高的服务商通常会设置较高的价格，主要原因有两个：1）用户对他们的偏好较

高，因此即使价格比用户偏好低的服务商稍微高一点，他们依然能吸引到用户；2）由
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于边际成本高，他们无法设置过低的价格，否则会得到负的收益，而用户偏好和边际成

本都低的服务商则倾向于用价格战争来获取更多利益。在场景 2和 4中，边际成本低的

服务商在最初的阶段首先降价，边际成本高的服务商不得不被动跟着降价，随着时间的

推移，所有服务商的边际成本都因为时间因子 δ(t)逐渐变得很小而降得很低，这时用户

偏好低的服务商主动降价来获得更多用户的动机变大。在所有场景中，服务商的价格最

终收敛到一个稳定状态。
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图 4.5 MPE策略

4.4.2.3 长期收益比较

为了评估 MPE策略的优势，本节将其与两个已有的最好的基于长远利益的定价策

略 [11]进行比较。具体而言，使用第一个定价策略（P1）的服务商在最大化自己长期收

益的同时假设其他服务商会跟随自己的绝对价格变动来调整价格（例如自己降价 10元，

则假设对手的反应为也降价 10元），使用第二个定价策略（P2）的服务商假设对手会仿

照自己的相对价格变动来调整价格（例如自己降价 10%，则假设对手也会降价 10%）。

对于每个场景，本节首先计算服务商全程采用 MPE策略的长期收益，然后检查服

务商采取 P1或 P2能否获得更高的收益。比较的结果展示在图4.6中，其中与服务商 i关

联的三个柱状图分别对应以下三种情况下的长期收益：1）所有服务商都采用 MPE 策

略；2）i单独使用策略 P1；3）i单独采用 P2。可以看出在所有场景中，服务商在全部

采用MPE策略时得到的长期收益最高。另一个发现是用户偏好越高的服务商通常得到
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的长期收益也越高，无论他采用什么策略，因为他能在服务商价格相近时吸引更多的用

户。
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图 4.6 长期收益比较

表 4.4 服务商策略不同时的收益比较

i Strategy ci,0 qi Ai Profit

1 MPE 0.5 0.3 {0.1, 0.2, . . . , 1} 162
2 P1 0.5 0.3 {0.1, 0.2, . . . , 1} 151
3 P2 0.5 0.3 {0.1, 0.2, . . . , 1} 147

1 MPE 0.6 0.3 {0.1, 0.2, . . . , 1} 112
2 P1 0.6 0.3 {0.1, 0.2, . . . , 1} 98
3 P2 0.6 0.3 {0.1, 0.2, . . . , 1} 101

1 MPE 0.5 0.4 {0.1, 0.2, . . . , 1} 216
2 P1 0.5 0.4 {0.1, 0.2, . . . , 1} 207
3 P2 0.5 0.4 {0.1, 0.2, . . . , 1} 201

接下来研究当服务商分别采用完全不同的策略时 MPE 策略是否还是最优的。令

K = 3并令服务商拥有相同的 ci,0、qi 和 Ai，如表4.4所示，其他参数设定同第4.4.2.1节。

令服务商 1使用MPE策略，服务商 2采用 P1策略，服务商 3利用 P2策略，然后计算

他们的长期收益。实验结果表明尽管服务商 1的收益没有全部服务商都采用MPE策略
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时的高，但它仍高于其他两个策略的收益，也就是说，即使服务商采用完全不同的策略，

MPE策略仍优于其他两个策略。

4.5 总结

本章研究了云计算市场中基于长远利益的定价优化问题，主要做了以下两个贡献。

第一，本章提出了一个更现实的市场模型，考虑了市场的发展、竞争和不完全信息，此

外还将市场模型规划成了一个随机博弈。第二，本章设计了一个基于动态规划的高效算

法来计算MPE策略。本章做了大量而充分的实验，深入讨论了服务商如何在不断发展

的市场中制定价格，结果表明与已有的策略相比，MPE策略能给服务商带来更高的长

远利益。
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互联网的普及使得资源可重复利用的互联网服务获得了长足的发展，如网上租车、

预订酒店和云计算服务，考虑到激烈的市场竞争和对价格敏感的用户，服务商必须制定

合理的价格策略优化自己的收益。上一章提出了一个基于长远利益的价策略，其假设在

每个阶段服务商保持价格不变。本章弱化这一假设，充分考虑设备利用率的动态特性，

研究在一个特定阶段服务商基于设备利用率的动态定价策略，主要有三个贡献。第一，

本章提出了一个模型来模拟在服务商价格的相互影响下的用户需求变化。第二，本章提

出一个近似均衡的概念来描述服务商的行为，该均衡比纳什均衡的实用性更强。第三，

本章在没有对用户需求函数做任何限制的情况下推导了该模型的很多性质，可以利用这

些性质来降低算法的搜索空间。最后，本章基于不同的参数设定做了大量实验，结果表

明本章提出的近似均衡策略很接近纳什均衡，且与已有的策略相比能给服务商带来更高

的收益。

5.1 引言

在现实世界的许多应用中，服务商提供的资源（或商品）是可重复利用的，本章以

云计算服务为具体研究对象。平台中的设备的利用率会动态变化，因为用户可以随时开

始或结束使用一个设备。面对价格敏感的用户，动态定价对于创造更多利润有着重要作

用，其已在工业界取得了一些成功，例如租车 [88]，酒店预订 [89,165]，网络连接服务

[92]以及云计算 [83,84]等，并引发了广泛的学术关注 [11,90,94,166,167]。然而，现有的

工作却未能同时考虑动态供需和市场竞争，因此已有的价格策略可能会在现实应用中得

到很差的收益。基于这个背景，本章研究如何利用价格来优化供需关系，从而最大化处

于市场竞争中的服务商的期望收益。本章给出了许多理论和实验结果，总结起来有三大

贡献。

第一，本章建立了一个可以描述动态供需和市场竞争的模型，其中服务商提供的资

源是可重复使用的。目前还没有相关工作在考虑了动态特性的同时刻画了市场竞争。文

献 [88,89]中研究了一种需求预测模型，但使用最广泛的描述用户动态需求的模型是泊

松过程 [84,90–92]。然而，这些工作没有考虑到市场竞争对用户需求的影响。Xu和Hopp

[93]假设用户的需求增加率服从一个几何布朗运动过程，并用一个完美贝叶斯均衡来模

拟服务商的行为。Levin等人 [94]考虑了用户的策略并提出一个子博弈完美均衡的框架。

然而，这些工作只研究了一次性的库存补充模型中的动态定价问题，这些方法并不能解

决资源可重复利用的市场的定价问题。本章同时考虑动态的用户需求和市场竞争。本章

采用文献中常用的假设，即需求满足泊松过程，基于此本章将动态和充满竞争的市场抽
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象成一个连续时间马尔科夫过程（Continuous-Time Markov Process）[168–170]。

由于每个服务商的目的都是最大化自己的期望收益，最优策略应该会形成一个均

衡。本章阐明真实世界中的服务商的策略很难达到纳什均衡，因为服务商无法获取竞争

对手的全部信息，且其自己的收益并非其价格策略的显函数。本章的第二个主要的贡献

是提出一个近似均衡（Approximate Equilibrium，AE）的方案概念 [68,171]并提供了一

个基于最优响应的高效算法。

第三，本章推导出所提模型的很多性质。文献 [92]分析了服务商不考虑用户使用服

务时间的长短，只一次性收费这种设定。Xu等人 [10]研究了云计算市场动态定价的单

调性，但他们的结果需要需求函数满足特定的条件，而本章的结果不需要对需求函数做

任何特殊的假设。本章发现的性质包括期望全局收益的单调性和凹凸性，以及 AE策略

关于资源利用率的凹凸性。这些结果可被用于缩减计算 AE策略的算法的搜索空间。

本章做了大量的实验来评估算法的性能，讨论了算法的收敛性。实验结果表明本章

的动态定价策略比已有的策略更优，且 AE非常接近于一个纳什均衡。

本章的剩余部分组织如下。在第5.2节，首先介绍用于模拟动态需求的马尔科夫过

程，然后给出多个服务商的市场竞争模型。第5.3节给出最优动态定价的方案概念，并提

出一个有效的算法来求解该策略。第5.4节推导模型的许多重要的性质，它们可以被用

来提高算法效率。第5.5节通过实验来评估提出的方法。结论放在最后一节。

5.2 竞争性的市场和动态需求建模

5.2.1 研究动机

竞争是当今商业服务行业的一个重要特征，例如云计算市场，其中有众多公司通过

互联网为用户提供相似的商品或服务 [11,167]。最常用的云计算服务有亚马逊的 AWS

和微软的 Azure。市场的另一个重要特征是用户的需求和服务商的库存是动态变化的，

即，一个云服务平台上被用户占用的虚拟机器数量是不断变化的。由于用户通常是对价

格敏感的，服务商需要以一定的策略来设定价格来影响用户对其资源的需求，从而更好

地利用自己的资源。事实上，亚马逊的 EC2引入了“spot pricing”策略来动态更新虚拟

机的价格。本章研究服务商的最优动态价格策略，从而帮助其最大化自己的期望收益。

接下来两节先给出本章的市场模型。

5.2.2 动态需求建模

沿用上一章的符号定义，用 K表示服务商的数量，用 [K]表示集合 {1, 2, . . . ,K}。按
照文献中常用的做法 [10,90,92,93]，假设用户对服务商 k ∈ [K]的资源的需求由两个独立

的泊松过程决定，即需求增加过程和需求减少过程。前者模拟新需求的到来，后者描述

已有需求的结束。两个过程都不仅与服务商自己的价格 pk 有关，考虑到市场竞争，还

与其他服务商的价格 p−k 有关。具体地，用 λk(·)来表示服务商 k 的需求增加泊松过程
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（单位时间内新增的需求数），它满足下式 [172]:

λk(p) ≥ 0; (5-1)
∂λk(p)
∂pk

< 0; (5-2)

∂λk(p)
∂pk′

> 0, ∀k , k′, (5-3)

其中，p = (p1, p2, . . . , pK)。上式跟实际情况是一致的，即 1）需求增加率不可能是负的；

2）降低 k的价格能吸引更多用户使用 k的服务；3）当其他服务商的价格增加时，原本

使用其他服务商资源的用户可能转而使用 k的，导致 k的需求增加率提高。类似地，泊

松需求减少过程表示为 µk(·)，其满足

µk(p) ≥ 0; (5-4)
∂µk(p)
∂pk

> 0; (5-5)

∂µk(p)
∂pk′

< 0, ∀k , k′. (5-6)

用符号 (pk, p−k) = p并用 δk 来表示服务商 k 的离散价格策略 1⃝。δk 中最小的元素

pmin
k 和最大的元素 pmax

k 满足

µk(pmin
k , p−k) = 0,∀p−k ∈ δ−k (5-7)

λk(pmax
k , p−k) = 0,∀p−k ∈ δ−k (5-8)

其中

δ−k = ×i∈C(k)δi, (5-9)

C(k) = [K] \ {k}. (5-10)

本章假设 λk(pk, p−k)和 µk(pk, p−k)都是有界的，因为现实世界中服务商不可能得到无限

的需求增加和减少率，二者被统称为需求函数。令 Nk表示服务商 k的最大资源数量，令

[Nk]
+表示集合 {0, 1, . . . ,Nk}。由于需求增加和减少都是随机过程，用户占用的机器数量

可以被表示成一个连续时间马尔科夫过程，其中服务商 k的状态 n ∈ [Nk]
+ 对应于其平

台上已经被用户占用的机器数量。服务商 k的动态价格策略定义为

Pk = (pk,0, pk,1, . . . , pk,Nk), (5-11)

其中 pk,n是为状态 n设定的价格。此外，有 Pk ∈ ∆k，其中

∆k = ×Nk
n=0δk. (5-12)

1⃝ 价格对应于现实世界中的金钱，是一个离散的变量。
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定义

P−k = ×i∈C(k)Pi (5-13)

为除了服务商 k外的其他服务商的价格策略向量，此外定义

∆−k = ×i∈C(k)∆i. (5-14)

令 P = (Pk, P−k)，∀k ∈ [K]。

5.2.3 多服务商模型

本节首先介绍单服务商模型。假设服务商 1在市场中是唯一的，那么其马尔科夫过

程的状态转移矩阵 [169,173]可以被写作 Q1(P1) = (q1
i, j(P1))i, j, i, j ∈ [N1]

+：

q1
i, j(P1) =



λ1(p1,i), if j = i + 1;

µ1(p1,i), if j = i − 1;

−∑l,i q1
i,l(P1), if j = i;

0, 否则,

(5-15)

其中 q1
i, j(P1) 表示状态从 i 跳转到 j 的速率。状态 n 在该马尔科夫过程中出现的概率，

φ1,n(P1)，n ∈ [N1]，满足 ∑
n∈[N1]

φ1,n(P1) = 1; (5-16)

φ1(P1) · Q1(P1) = 0, (5-17)

上式中 φ1(P1) = (φ1,0(P1), φ1,1(P1), . . . , φ1,N1
(P1)) 被称作稳态概率分布（Steady-State

Probability）。

当市场中有多个服务商的时候，他们的价格策略会影响彼此的需求增加和减少过

程，如公式 (5-2)-(5-5)所示，因此任意服务商 k的稳态概率分布是 P（不仅是 Pk）的函

数。令

φk(P) = (φk,0(P), φk,1(P), . . . , φk,Nk(P)), (5-18)

φ−k(P) = ×i∈C(k)φi(P), (5-19)

φ(P) = (φk(P), φ−k(P)). (5-20)

由于 pk,n是 k在状态 n时使用的价格，φk,n(P)也可以看成 k的定价为 pk,n的概率。此时
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服务商 k的状态转移矩阵写作 Qk(P) = (qk
i, j(P))i, j，i, j ∈ [Nk]

+，其满足

qk
i, j(P) =



Eφ−k(P)
p−k∈P−k

{λk(pk,i, p−k)}, if j = i + 1;

Eφ−k(P)
p−k∈P−k

{µk(pk,i, p−k)}, if j = i − 1;

−∑l,i qk
i,l(P), if j = i;

0, 否则,

(5-21)

其中

Eφ−k(P)
p−k∈P−k

{ f (p−k)} =
∑

p−k∈P−k

f (p−k)Pr(p−k|φ−k(P), (5-22)

Pr(p−k|φ−k(P))是给定 φ−k(P)后价格向量 p−k 出现的概率。类似于单服务商场景，有∑
n∈[Nk]+

φk,n(P) = 1, (5-23)

φk(P) · Qk(P) = 0. (5-24)

当 n个资源正被用户使用时，服务商 k能在单位时间内得到 n · pk,n的收益。于是，服务

商 k的期望收益率为

Jk(Pk, P−k) =
Nk∑

n=0

φk,n(P) · n · pk,n. (5-25)

为了方便阅读，此处将上节中定义的所有符号总结在表5.1中。

5.3 最优定价策略

由于每个服务商都在考虑其他竞争者的同时最大化自己的收益率，本章需要研究均

衡价格策略。首先，本节阐明服务商在现实世界中很难达到纳什均衡。为了解决这个问

题，本节提出了一个 AE的方案概念，并设计了一个高效的算法来求解该均衡策略。

5.3.1 均衡策略

定义 1 (纳什均衡) 纳什均衡是一个价格策略向量 P∗ = ×k∈[K]P∗k，其满足 ∀k ∈ [K]，

Jk(P∗k, P
∗
−k) ≥ Jk(Pk, P∗−k),∀Pk ∈ ∆k. (5-26)

也就是说，没有人可以通过单独改变自己的策略而获得更高的收益。然而，Jk(Pk, P−k)

并不是关于 P = (Pk, P−k)的显函数。具体而言，为了求解方程公式 (5-23)-(5-24)，有

φk,n(P) · qk
n,n+1(P) = φk,n+1(P) · qk

n+1,n(P), (5-27)

由此可以推导出 ∀m, n ∈ [Nk]
+和 m > n，

φk,m(P) = φk,n(P)
m−1∏
j=n

qk
j, j+1(P)

qk
j+1, j(P)

. (5-28)
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表 5.1 动态供需符号总结

K 服务商的数量

[K] 集合 {1, 2, . . . ,K}
λk(·) 服务商 k ∈ [K]的需求增加函数

µk(·) 服务商 k ∈ [K]的需求减少函数

pk 服务商 k ∈ [K]的价格

p−k 除了服务商 k ∈ [K]其他人的价格向量

p 所有服务商的价格向量 (p1, p2, . . . , pK) = (pk, p−k)

δk 服务商 k的价格空间

C(k) 集合 [K] \ {k}
δ−k 价格空间 ×i∈C(k)δi

Nk 服务商 k的资源总数

[Nk]
+ 集合 {0, 1, . . . ,Nk}

n 被使用的资源数

pk,n 服务商 k为状态 n ∈ [Nk]
+设置的价格

Pk 服务商 k的价格策略

P−k 除了服务商 k其他人的价格策略向量 ×i∈C(k)Pi

P 所有服务商的价格策略向量 (Pk, P−k)

∆k 空间 ×Nk
n=0δk

∆−k 空间 ×i∈C(k)∆i

Qk(·) 服务商 k的状态转移矩阵

φk(·) 服务商 k的马尔科夫过程的稳态概率分布

φ−k(·) 除了服务商 k其他人的稳态概率分布向量

φ(·) 所有服务商的稳态概率分布向量 (φk(·), φ−k(·))
Jk(·) 服务商 k的期望收益率

通过进一步推导可得到

φk,n(P)(
n−1∑
m=0

φk,m(P)
φk,n(P)

+ 1 +
Nk∑

m=n+1

φk,m(P)
φk,n(P)

) = 1, ∀n ∈ [Nk]
+, (5-29)

因此有

φk,n(P) =
1(∑n−1

m=0

∏n−1
j=m

qk
j+1, j(P)

qk
j, j+1(P)

+ 1 +
∑Nk

m=n+1

∏m−1
j=n

qk
j, j+1(P)

qk
j+1, j(P)

) , ∀n ∈ [Nk]
+. (5-30)

以上公式表明 φk,n(P)无法被显式地表示成 P的函数，因为它依赖于 qk
i, j(P)，而求解 qk

i, j(P)

需要知道 φ−k(P)。因此，期望收益率 Jk(Pk, P−k)是关于 P的隐函数，这导致求解纳什均

衡是非常难的，因为它等价于优化一系列带有非线性约束的非线性目标函数。已有的求

解纳什均衡的方法（包括最优响应迭代 [86,123]和质反应映射 [112,129]）都需要收益函

数的显式表达式。此外，计算纳什均衡需要知道竞争对手的全部信息（包括他们的需求

函数），然而，这些信息在现实世界中通常是无法获取的。因此，广告商很难达到纳什
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均衡。为了解决这些问题，当优化服务商 k的策略时，先将其他服务商的稳态概率分布

向量 φ−k = (φ1, . . . , φk−1, φk+1, . . . , φK)看成是固定的（即不随着 P而改变）。在这种假设

下，服务商 k的稳态概率分布，φ̂k(P|φ−k) = (φ̂k,0(P|φ−k), φ̂k,1(P|φ−k), . . . , φ̂k,Nk(P|φ−k))，可

以基于下面的线性方程来计算： ∑
n∈[Nk]+

φ̂k,n(P|φ−k) = 1, (5-31)

φ̂k(P|φ−k) · Qk(P|φ−k) = 0, (5-32)

其中 Qk(P|φ−k)和 Qk(P)是一样的，除了将定义（公式 (5-21)）中的 φ−k(P)替换成了 φ−k。

对应的期望收益率函数为

Ĵk(Pk, P−k|φ−k) =
Nk∑

n=0

φ̂k,n(P|φ−k) · n · pk,n. (5-33)

公式 (5-33)中定义的收益率是 P的显函数。如果所有服务商的目标都是最大化上述收

益率函数，最终的定价策略向量，P̂∗ = ×k∈[K]P̂∗k，满足 ∀k ∈ [K]和 Pk ∈ ∆k，

Ĵk(P̂∗k, P̂
∗
−k|φ−k(P̂∗)) ≥ Ĵk(Pk, P̂∗−k|φ−k(P̂∗)), (5-34)

根据定义1，价格策略向量 P̂∗不是一个纳什均衡，而是一个 AE，定义如下。

定义 2 (近似均衡) 一个 ϵ-AE是一个策略向量 P̂∗，满足 ∀k ∈ [K],

Jk(P̂∗k, P̂
∗
−k) + ϵk ≥ Jk(Pk, P̂∗−k),∀Pk ∈ ∆k, (5-35)

其中 ϵ = (ϵ1, ϵ2, . . . , ϵK)。

可以看到 ϵ 是衡量 P̂∗ 和 P∗ 之间距离的指标（即 P̂∗ 与纳什均衡 P∗ 有多接近），如果对

任意的 k ∈ [K]，ϵk = 0成立，则 P∗ = P̂∗。由于

Ĵk(P̂∗k, P̂
∗
−k|φ−k(P̂∗)) = Jk(P̂∗k, P̂

∗
−k) (5-36)

于是有

ϵk = max
Pk∈∆k

Jk(Pk, P̂∗−k) − Ĵk(P̂∗k, P̂
∗
−k|φ−k(P̂∗)). (5-37)

也就是说，ϵk 可以被看做服务商 k可以通过单独偏离 P̂∗ 能获得的最大额外收益。需要

注意的是 P̂∗是方程 (5-34)的解，而不是 ϵ 的函数。亦即，给定模型的其他参数，P̂∗和

ϵ 都是确定的。后文通过实验说明 ϵ 是很小的。

AE策略 P̂∗ 比纳什均衡 P∗ 更具有现实意义，因为服务商 k通常不知道其他竞争对

手的需求函数（λk′(·)和 µk′(·),∀k′ , k），因此无法计算 P∗。然而，每个服务商 k可以观

察到其他人的定价策略 P−k 以及他们的稳态概率分布 φ−k，因而可以基于此优化自己的

策略，这将导致最终的价格策略收敛到 AE策略 P̂∗，细节将在下节讨论。
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5.3.2 均衡计算

本节利用第4章中提出的基于最优响应迭代的算法思想来计算 AE。在本章的模型

中，P̂∗k 可以被看做对其他人策略向量 P̂∗−k 和稳态概率分布向量 φ−k(P̂∗)的最优响应。此

处正式定义服务商 k对 P−k 和 φ−k 的最优响应为：

B̂k(P−k|φ−k) = arg max
P′k∈∆k

Ĵk(P′k, P−k|φ−k). (5-38)

计算 B̂k(P−k|φ−k)的细节将在下一章节给出。然后可以按如下方式构建一个 SPG：图中

的结点对应于一个策略向量 P ∈ ∆，结点 P的出边集合记为 φP = {B̂k(P−k|φ−k)|k ∈ [K]}，
其中 ∆ = ×k∈[K]∆k 且 φ−k = φ−k(P)。基于 SPG和最优响应的计算 AE的完整过程显示在

算法6中。

Algorithm 6: AE计算

1 while True do

2 随机选择一个起始点 P ∈ ∆;
3 if 如果 P满足公式 (5-34) then

4 return P;

5 将路径 A初始化为空集;

6 while True do

7 从 ∆和所有 φP′，P′ ∈ ∆，中删除 P;

8 if φP 非空 then

9 随机从 φP 中选择一个 P′;

10 if P′满足公式 (5-34) then

11 return P′;

12 将 P添加到 A;

13 P← P′;

14 else

15 if A是空集 then

16 Break;

17 P← A的最后一个元素;

18 从 A中删除 P;

定理 7 如果 P̂∗存在，算法6保证收敛到 P̂∗。
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证明 首先证明第 6行中的循环一定会终止。从初始点 P0开始，算法6在第 6-18行搜索

P̂∗，具体规则为 1）如果结点 P有一个子结点 P′（第 8行），则将 P添加到路径 A（第 12

行）并跳转到 P′（第 13行），否则（第 14行）, 2）返回到 P的父结点（第 17行），从 A

中删除它的父结点（第 18行），然后在下一轮迭代中将上述规则应用到它的父结点。第

2层循环在找到 P̂∗（第 10行）或者 A是空集（第 15行）的时候终止，否则，A的长度

要么增加（第 12行）要么减少（第 18行）。因此，为了证明第 2层循环总会终止，只

需要证明 A的长度会在某一时刻停止改变。由于算法在访问结点 P后会从 SPG中删除

它（第 7行，因此每个结点最多被访问一次）且 |∆|是有限集合，A的长度要么因为 P̂∗

被找到（第 10行），要么因为当前结点没有子结点而停止增加。从那以后，A的长度只

能减少，直到 A变成空集（第 15行）。因此第 2层循环一定会终止。

如果第 2层循环中找到了 P̂∗，算法终止。否则（如果 A是空集），P0能跳转到的所

有结点都没有连接到一个 P̂∗。由此，如果初始的 SPG中有连接到 P̂∗的路径，则已经删

除的结点不会切换这些路径。因为 |∆|是有限的集合且随着算法运行越变越小，连接 P̂∗

的初始点一定会被从∆中采到（第 2行，如果 P̂∗存在），即，第一层循环总会终止且返

回 P̂∗。 □

5.3.3 计算最优响应

算法6剩下的问题是如何计算 φ(P) 以及对 P−k 和 φ−k = φ−k(P) 的最优响应

B̂k(P−k|φ−k)。前者可以用标准的牛顿迭代法来解决。接下来主要研究 B̂k(P−k|φ−k) 的计

算。使用最优响应能得到的期望收益率为

Ĵ∗k(P−k|φ−k) = Ĵk(B̂k(P−k|φ−k), P−k|φ−k). (5-39)

由于 λk(pk, p−k)和 µk(pk, p−k)都是有界的，服务商 k的连续时间马尔科夫过程可被一致

化为一个离散时间马尔科夫链，其转移概率矩阵为 [174–176]

Tk(P|φ−k) = (tk
i, j(P|φ−k))i, j = I +

Qk(P|φ−k)

vk
, (5-40)

其中 I 是单位矩阵，

vk ≥ max
pk∈δk ,p−k∈δ−k

{λk(pk, p−k) + µk(pk, p−k)} (5-41)

是一致化参数。然后，给定 P和 φ−k，服务商 k的状态在任意时间点从 n跳转到 n+1，n−1
和 n的概率分别为 tk

n,n+1(P|φ−k)，tk
n,n−1(P|φ−k)和 tk

n,n(P|φ−k) = 1− tk
n,n+1(P|φ−k)− tk

n,n−1(P|φ−k)，

其中

tk
n,n+1(P|φ−k) =

Eφ−k
p−k∈P−k

{λk(pk,n, p−k)}
vk

, (5-42)

tk
n,n−1(P|φ−k) =

Eφ−k
p−k∈P−k

{µk(pk,n, p−k)}
vk

. (5-43)
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自然地，定义

tk
Nk ,Nk+1(P|φ−k) = tk

0,−1(P|φ−k) = 0. (5-44)

令 Mk,n(P−k|φ−k)表示服务商 k 以 n为初始状态并以最优响应 B̂k(P−k|φ−k)为定价策略的

马尔科夫过程。令 Rk,n(P−k|φ−k)表示上述过程的期望收益。假设 Mk,n(P−k|φ−k)在一开始

的 m > 0个离散时间点内保持在状态 n，然后在时刻 m + 1跳转到状态 n + 1，该事件

发生的概率为 tk
n,n(B̂k(P−k|φ−k), P−k|φ−k)

m ·tk
n,n+1(B̂k(P−k|φ−k), P−k|φ−k)。这之后，期望上 Mk,n

在时刻 i的状态与 Mk,n+1(P−k|φ−k)在时刻 i−m的状态是一样的，因为他们使用了相同的

策略 B̂k(P−k|φ−k)。Mk,n+1(P−k|φ−k)和 Mk,n(P−k|φ−k)在上述假设下的期望收益的差值等于

m(Ĵ∗k(P−k|φ−k) − n̂bk(P−k|φ−k)), (5-45)

其中 b̂k,n(P−k|φ−k)是 B̂k(P−k|φ−k)的第 n个元素，对应于服务商 k对状态 n设置的最优响

应价格。如果 Mk,n(P−k|φ−k)在时刻 m + 1跳转到了状态 n − 1，也可以推导出类似的结

果。于是有

Rk,n+1 + Rk,n−1 − Rk,n

=
∞∑

m=1

(tk
n,n)

m[tk
n,n+1(m(Ĵ∗k − n̂bk) + Rk,n−1) + tk

n,n−1(m(Ĵ∗k − n̂bk) + Rk,n+1)], (5-46)

其中为了表达式清晰，隐去了 (B̂k(P−k|φ−k), P−k|φ−k)和 (P−k|φ−k)。从以上公式可以得出，

∀k ∈ [K]和 n ∈ [Nk]
+,

Ĵ∗k = n̂bk,n + tk
n,n+1(Rk,n+1 − Rk,n) + tk

n,n−1(Rk,n−1 − Rk,n). (5-47)

最优响应价格 b̂k,n 于是可以用标准的动态规划算法高效地求解，例如策略迭代 [177]，

其基本思想是首先为所有 n ∈ [Nk]
+ 随机初始化 Rk,n，然后重复以下三个步骤直到 b̂k,n，

∀n ∈ [Nk]
+，不再改变：

1）通过最大化公式 (5-47)右侧来计算 b̂k,n，∀n ∈ [Nk]
+；

2）基于公式 (5-39)计算 Ĵ∗k；

3）为所有 n ∈ [Nk]
+更新 Rk,n。

5.4 重要性质

本节研究 AE策略和收益率的重要性质。第一个是关于 Rk,n(P−k|φ−k)的单调性。

定理 8 (Rk,n(P−k|φ−k)的单调性) 对所有的 k ∈ [K]、P−k ∈ ∆−k 和 φ−k ∈ ×i∈C(k)[0, 1]
Ni+1，有

∀n ∈ [Nk − 1]，

Rk,n+1(P−k|φ−k) ≥ Rk,n(P−k|φ−k). (5-48)
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证明 给定 P−k和 φ−k，考虑 k的系统的两个副本，第一个，用系统 A标识，以 n+1为起

始状态，第二个，用系统 B标识，以状态 n为起始状态。令 B使用最优响应策略，令 A

在任意时刻都设定跟 B一样的价格。由此，B的期望总收益为 Rk,n(P−k|φ−k)。由于 A和

B在任意时刻的价格都一样，可以期望他们经历了相同的需求增加和减少过程。有两个

特殊情况需要处理。第一个是 A在状态 Nk 且 B在状态 Nk − 1，此时一个新的需求到来，
在下个时刻，A继续停留在 Nk，B则跳转到 Nk，从此之后，A和 B将总是保持相同的状

态。对第二种情况，A在状态 1且 B在状态 0且此时需求减少，可以进行类似的分析。

总之，A中被用户利用的资源数量总是不会少于 B的。因此，A的期望总收益不会

少于 Rk,n(P−k|φ−k)。如果令 A使用最优响应策略 B̂k(P−k|φ−k)，则 A会得到更高的期望总

收益，即，Rk,n+1(P−k|φ−k) ≥ Rk,n(P−k|φ−k)。 □

定理8说明最大期望收益，Rk,n(P−k|φ−k)，随着系统中资源的利用率的提高而增加。下

面的定理进一步证明了 Rk,n(P−k|φ−k)的上凸性，即

Uk,n(P−k|φ−k) ≥ Uk,n+1(P−k|φ−k) ≥ 0, (5-49)

其中

Uk,n(P−k|φ−k) = Rk,n(P−k|φ−k) − Rk,n−1(P−k|φ−k). (5-50)

定理 9 (Rk,n(P−k|φ−k)是凹函数) 对所有的 k ∈ [K]、P−k ∈ ∆−k 和 φ−k ∈ ×i∈C(k)[0, 1]
Ni+1，有

∀n ∈ [Nk − 1]，

Uk,n(P−k|φ−k) ≥ Uk,n+1(P−k|φ−k). (5-51)

证明 本节用数学归纳法来证明上述定理，该方法包含两个主要步骤。第一，证明

Uk,1(P−k|φ−k) ≥ Uk,2(P−k|φ−k). (5-52)

可以将公式 (5-47)重写为

Ĵ∗k(P−k|φ−k)

= max
pk,n
{npk,n + tk

n,n+1(P|φ−k) · Uk,n+1(P−k|φ−k) − tk
n,n−1(P|φ−k)Uk,n(P−k|φ−k)}. (5-53)

为了公式简单令 b̂k,n表示 b̂k,n(P−k|φ−k)并定义

gk(pk, P−k, φ−k) =
Eφ−k

p−k∈P−k
{λk(pmin

k , p−k)}
vk

−
Eφ−k

p−k∈P−k
{λk(pk, p−k)}

vk
. (5-54)

于是有

Ĵ∗k(P−k|φ−k) = 0 · b̂k,0 +
Eφ−k

p−k∈P−k
{λk(̂bk,0, p−k)}

vk
· Uk,1(P−k|φ−k) (5-55)
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= Uk,1(P−k|φ−k)
(Eφ−k

p−k∈P−k
{λk(pmin

k , p−k)}
vk

− gk(̂bk,0, P−k, φ−k)
)

(5-56)

= 1 · b̂k,1 +
Eφ−k

p−k∈P−k
{λk(̂bk,1, p−k)}

vk
· Uk,2(P−k|φ−k)

−
Eφ−k

p−k∈P−k
{µk(̂bk,1, p−k)}

vk
Uk,1(P−k|φ−k) (5-57)

≥ pmin
k + Uk,2(P−k|φ−k)

(Eφ−k
p−k∈P−k

{λk(pmin
k , p−k)}

vk
− gk(pmin

k , P−k, φ−k)
)

−Uk,1(P−k|φ−k)
Eφ−k

p−k∈P−k
{µk(pmin

k , p−k)}
vk

(5-58)

= pmin
k + Uk,2(P−k|φ−k)

Eφ−k
p−k∈P−k

{λk(pmin
k , p−k)}

vk
. (5-59)

综合考虑第三个和最后一个公式，有

Eφ−k
p−k∈P−k

{λk(pmin
k , p−k)}

vk
(Uk,1(P−k|φ−k) − Uk,2(P−k|φ−k))

≥ pmin
k + Uk,1(P−k|φ−k)gk(̂bk,0, P−k, φ−k) (5-60)

≥ 0, (5-61)

上式表明 Uk,1(P−k|φ−k) ≥ Uk,2(P−k|φ−k)。

第二步是要证明 ∀n ∈ {1, 2, . . . ,Nk − 2}，如果

Uk,n(P−k|φ−k) ≥ Uk,n+1(P−k|φ−k), (5-62)

那么

Uk,n+1(P−k|φ−k) ≥ Uk,n+2(P−k|φ−k). (5-63)

首先假设 Uk,n+1(P−k|φ−k) < Uk,n+2(P−k|φ−k)，据此有 ∀n ∈ {1, 2, . . . ,Nk − 2}，

Ĵ∗k(P−k|φ−k) = n · b̂k,n +
Eφ−k

p−k∈P−k
{λk(̂bk,n, p−k)}

vk

·Uk,n+1(P−k|φ−k) −
Eφ−k

p−k∈P−k
{µk(̂bk,n, p−k)}

vk
Uk,n(P−k|φ−k) (5-64)

< (n + 1)̂bk,n +
Eφ−k

p−k∈P−k
{λk(̂bk,n, p−k)}

vk
Uk,n+2(P−k|φ−k)

−
Eφ−k

p−k∈P−k
{µk(̂bk,n, p−k)}

vk
Uk,n+1(P−k|φ−k) ≤ (n + 1)̂bk,n+1

+
Eφ−k

p−k∈P−k
{λk(̂bk,n+1, p−k)}

vk
Uk,n+2(P−k|φ−k)

−
Eφ−k

p−k∈P−k
{µk(̂bk,n+1, p−k)}

vk
Uk,n+1(P−k|φ−k) (5-65)
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= Ĵ∗k(P−k|φ−k), (5-66)

即

Ĵ∗k(P−k|φ−k) < Ĵ∗k(P−k|φ−k), (5-67)

这不成立。因此，如果 Uk,n(P−k|φ−k) ≥ Uk,n+1(P−k|φ−k)，那么有 Uk,n+1(P−k|φ−k) ≥
Uk,n+2(P−k|φ−k). □

基于定理8和9，可以推导出最优响应策略 B̂k(P−k|φ−k)的单调性。

定理 10 (B̂k(P−k|φ−k)的单调性) 对所有的 k ∈ [K]、P−k ∈ ∆−k 和 φ−k ∈ ×i∈C(k)[0, 1]
Ni+1，有

∀n ∈ [Nk − 1]，

b̂k,n(P−k|φ−k) ≤ b̂k,n+1(P−k|φ−k). (5-68)

证明 为了公式简洁，用 b̂k,n 来表示 b̂k,n(P−k|φ−k)。从公式 (5-47)可以得出

Ĵ∗(P−k|φ−k) = n · b̂k,n +
Eφ−k

p−k∈P−k
{λk(̂bk,n, p−k)}

vk

·Uk,n+1(P−k|φ−k) −
Eφ−k

p−k∈P−k
{µk(̂bk,n, p−k)}

vk
Uk,n(P−k|φ−k) (5-69)

≥ n · b̂k,n−1 +
Eφ−k

p−k∈P−k
{λk(̂bk,n−1, p−k)}

vk
Uk,n+1(P−k|φ−k)

−
Eφ−k

p−k∈P−k
{µk(̂bk,n−1, p−k)}

vk
Uk,n(P−k|φ−k). (5-70)

类似地，有

(n − 1) · b̂k,n−1 +
Eφ−k

p−k∈P−k
{λk(̂bk,n−1, p−k)}

vk
Uk,n(P−k|φ−k)

−
Eφ−k

p−k∈P−k
{µk(̂bk,n−1, p−k)}

vk
Uk,n−1(P−k|φ−k) (5-71)

≥ (n − 1) · b̂k,n +
Eφ−k

p−k∈P−k
{λk(̂bk,n, p−k)}

vk
Uk,n(P−k|φ−k)

−
Eφ−k

p−k∈P−k
{µk(̂bk,n, p−k)}

vk
Uk,n−1(P−k|φ−k). (5-72)

由上面两个不等式可得

b̂k,n − b̂k,n−1 ≥ (Uk,n(P−k|φ−k) − Uk,n+1(P−k|φ−k))

·(
Eφ−k

p−k∈P−k
{λk(̂bk,n, p−k)}

vk
−
Eφ−k

p−k∈P−k
{λk(̂bk,n−1, p−k)}

vk
)

+(Uk,n−1(P−k|φ−k) − Uk,n(P−k|φ−k))
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·(
Eφ−k

p−k∈P−k
{µk(̂bk,n−1, p−k)}

vk
−
Eφ−k

p−k∈P−k
{µk(̂bk,n, p−k)}

vk
). (5-73)

如果 b̂k,n < b̂k,n−1，则根据定理9和公式 (5-2)及 (5-5)，上面不等式的右侧不会小于零，于

是有

0 > b̂k,n − b̂k,n−1 ≥ 0. (5-74)

上式不成立。因此 b̂k,n ≥ b̂k,n−1。 □

定理10有现实的意义。一方面，当系统负载很重，服务商趋向于设定更高的价格从

而获得更高的收益，同时防止需求继续增加造成平台过载。另一方面，当系统有很多闲

置资源时，服务商通过降低价格来吸引用户。此外，定理可以被用来缩减计算最优响应

B̂k(P−k|φ−k)的算法的搜索空间。具体而言，̂bk,n(P−k|φ−k)的搜索空间由 [pmin
k , pmax

k ]被降低

到 [B̂k,n−1(P−k|φ−k), pmax
k ]，这让 B̂k(P−k|φ−k)的计算更加高效。

推论 3 (P̂∗k 的单调性) 令 P̂∗k表示 (p̂∗k,0, p̂∗k,1, . . . , p̂∗k,Nk
)，则有对所有的 k ∈ [K]和 n ∈ [Nk−1]，

p̂∗k,n ≤ p̂∗k,n+1. (5-75)

证明 这是定理10的一个直接的推论，因为 P̂∗k = B̂k(P̂∗−k|φ−k(P̂∗)). □

5.5 实验评估

本节在实验中使用如下的需求增加和减少函数，所有的评估方法可以直接被用于其

他任何形式的满足公式 (5-2)-(5-5)的需求函数。具体而言，定义

λk(p1, p2, . . . , pK) = lk(1 − p2
k)

∑
i∈C(k) p2

i

K − 1 , (5-76)

µk(p1, p2, . . . , pK) = uk p2
k

∑
i∈C(k)(1 − p2

i )

K − 1 , (5-77)

其中 lk 和 uk 是参数。令 δk = {0, 0.001, 0.002, . . . , 1}，∀k ∈ [K]，并在实验中令 K = 3，

因为现实世界中大约有 3∼4 个大的云服务公司，例如微软，亚马逊，IBM，阿里巴巴

等。注意算法6中有些随机性，包括第 2行中结点的选择以及计算 φ(P)时使用的牛顿迭

代法的随机初始点。下面实验章节中所有的结果都是 100 次实验的平均数据。算法由

Python 2.7.13实现，实验平台为一台装有 64位Windows系统并搭载有 64GB内存和 4

个 3.4GHz处理器的计算机。结果表明不同批次实验中 p̂∗k,n，∀k ∈ [K]和 n ∈ [Nk]
+，之间

的差值小于 ±10−5。因此，假定 P̂∗是唯一的。
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5.5.1 运行时间评估

本章的算法通过策略迭代法求解方程 (5-47)来计算 B̂k(P−k|φ−k)，策略搜索的空间为

δk。第5.4节中的定理10可以极大地缩减该空间。为了展示缩减的效用，评估算法6中使用

原始的搜索空间（Ro）和缩减后的搜索空间（Rr）来计算最优响应（B̂k(P−k|φ−k)，∀k ∈ [K]）

的时间。实验结果显示在表5.2中，其中 N1 = N2 = N3 = N，性能提升比根据

|Ro − Rr|
Ro

(5-78)

来计算。

可以看到性能的提升随着资源总数而提高，这与期望的结果是一致的，因为 N 越

大计算 B̂k(P−k|φ−k)时减少的冗余计算就越多。此外，提升比的增长率随着 N 的增加而

减小，这是因为 b̂k,n(P−k|φ−k)随着 Nk 的增加而减小（类似的现象可从图5.1(a)和5.3(b)中

观察到），因此缩减的搜索空间随着 N 增加而减小。总的来说，可以利用定理10极大地

提高算法6的性能。

表 5.2 运行时间比较

N Ro (seconds) Rr (seconds) Ratio (%)
10 2.19 1.68 23.1
20 6.52 4.62 29.0
30 8.99 5.94 34.2
40 11.36 7.12 37.3
50 14.51 9.08 39.1
60 17.18 10.27 40.2

5.5.2 资源总数对 AE的影响

本节首先研究 AE 策略在资源总数不同时的性质。本节中令 l1 = l2 = l3 = 1.4，

u1 = u2 = u3 = 1。服务商的资源总数分别设定为 N1 = 10，N2 = 15，N3 = 20 1⃝。本节将

AE策略 P̂∗ 画在图5.1(a)中并将 Uk,n(P̂∗−k|φ−k(P̂∗))展示在图5.1(b)中。实验结果与给出的

定理相吻合。具体而言，图5.1(b)表明Uk,n(P̂∗−k|φ−k(P̂∗)) ≥ 0，这验证了 Rk,n(P̂∗−k|φ−k(P̂∗))的

单调性（定理8）；此外，Uk,n(P̂∗−k|φ−k(P̂∗))随着 n的增加而递减，这表明 Rk,n(P̂∗−k|φ−k(P̂∗))

是凹函数（定理9）；进一步地，̂p∗k,n随着 n的增加而增加，正如定理10所陈述的。可以观

察到当 Nk > Nk′ 时 p̂∗k,n > p̂∗k′,n，这是合理的，因为当平台上有很多资源未被利用时，服务

商需要设置很低的价格来吸引用户。三个服务商的最大收益率分别为 7.667，11.647和

1⃝ 使用其他数据得到的实验结果是相似的。
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15.661。一个有趣的发现是

Ĵ∗k(P̂
∗
−k|φ−k(P̂∗))

Ĵ∗k′(P̂
∗
−k′ |φ−k′(P̂∗))

≈ Nk

Nk′
, (5-79)

即，当服务商的需求增加和减少函数一样时，Ĵ∗k(P̂
∗
−k|φ−k(P̂∗))是 Nk的线性函数。接下来，

本节通过实验研究需求函数的参数是如何影响服务商的定价策略和收益率的。
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图 5.1 资源总数对 AE的影响

5.5.3 需求函数参数对 AE的影响

不同服务商的需求函数通常是不一样的，因为他们能提供的服务的质量不同。在实

验中，需求函数之间的差别由参数 lk 和 uk 来表。本节研究服务商的 AE策略和收益率

是如何随着这些参数改变的。

可以基于公式 (5-47)验证得到 b̂k,0(P−k|φ−k) = pmin
k 。因此有 p̂∗k,0 = pmin

k ，∀k ∈ [K]。这

部分的实验包括两个场景，如表5.3所示，其中 p̂∗k,0 = 0和 p̂∗k,6 = 1被缺省了。为了表示

方便令 N1 = N2 = N3 = 6。在第一个场景中，假设服务商拥有相同的需求减少函数和不

同的需求增加函数。可以看到较大的 lk 能带来较高的价格和 Ĵ∗k(P̂
∗
−k|φ−k(P̂∗))，如果令两

个服务商参数相同，则他们的 AE策略和得到的收益率也相同。较大的 lk 意味着对应的

服务商在设定与竞争对手相同的价格时对用户的吸引力更大，即该服务商在市场中更具

有竞争优势，因此可以设定相对较高的价格来获得更高的收益。对于第二种场景，即服

务商有不同的需求减少函数和相同的需求增加函数，可以得到类似的实验结果。

5.5.4 忽视市场竞争的收益损失

为了评估本章提出的 P̂∗ 的优势，将它与文献中已有的最好的非竞争定价策略 [84,

90,92]进行比较。非竞争定价策略最大化每个服务商 k的
∑Nk

n=0 φk(Pk)npk,n，但不考虑其

他服务商的策略 P−k。用表5.3中两个场景的设定，并计算服务商 k使用非竞争定价策略

的收益率，即 k使用

λk(pk) = lk(1 − pk)
2 (5-80)
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表 5.3 需求函数参数对 AE的影响

k lk uk p̂∗k,1 p̂∗k,2 p̂∗k,3 p̂∗k,4 p̂∗k,5 Ĵ∗k

1 2 1 .081 .171 .270 .392 .577 4.639
2 1.6 1 .073 .168 .265 .385 .565 4.519
3 1.2 1 .067 .164 .259 .375 .550 4.350

1 1.6 0.8 .079 .172 .271 .394 .581 4.675
2 1.6 1 .074 .169 .267 .387 .569 4.560
3 1.6 1.2 .068 .167 .263 .381 .560 4.458

和

µk(pk) = uk p2
k (5-81)

为其需求增加和减少函数，而其他服务商使用算法6来计算自己的定价策略。比较结果

显示在图5.2中，其中的每个服务商 k 的两个直方图表示 k 在以下两种情况下的最大收

益率：1）所有服务商都用 AE策略 P̂∗；2）服务商 k采用上述非竞争策略。可以看到在

两个场景中，服务商使用 AE策略 P̂∗ 能获得更高的收益，非竞争策略会导致大约 10%

的收益损失。实验结果表明本章提出的策略在现实世界中优于已有的策略。
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图 5.2 策略比较

5.5.5 收益的提升

本节用实验评估 AE 策略下服务商的收益率随着参数的变化规律，基础的设定同

表5.3中的第一个场景。本节测试服务商的收益率如何随着需求到达参数和资源总数变

化的。以服务商 3 为参考，用算法6计算每个服务商在不同的 l3 和 N3 下的 AE 策略。

图5.3(a)中展示了三个服务商的收益率，可以看出它们都随着 l3 的增加而增加。这个观

察结果是合理的，因此较大的 l3表明服务商 3的吸引力更大，因此可以为每个状态设定

较高的价格，这反过来提高（降低）了其他服务商的需求增加（减少）率。从图中可以

发现收益率是 l3 的凹函数，且服务商在参数相同的情况下收益率也相同。图5.3(b)画了
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服务商 3的 AE策略和稳态概率分布随着资源总数（N3 = 6, 8, 10）变化的曲线。该图表

明当资源总数增加时，服务商总是倾向于降低价格以提高平台资源的利用率。
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图 5.3 不同参数下的 AE

5.5.6 AE与纳什均衡的距离

对于每个参数设定，本节用 Matlab 2016b的“fmincon”函数（内点法）计算所有

k ∈ [K]的 ϵk。事实上，ϵk 可以看成服务商 k能通过单独偏离 AE策略 P̂∗k 而额外获得的

最大收益率。结果显示在表5.4中。可以观察到在所有情况下，ϵk与 Ĵ∗k(P̂
∗
−k|φ−k(P̂∗))相比

是很小的。表中的比率说明收益最多只增加了 1.66%，这说明偏离 P̂∗k 能得到的好处是

非常有限的。因此，假设服务商采用 P̂∗k 是非常合理的。该 AE在完全信息和不完全信

息两种条件下均可计算，因此是一个具有现实意义的定价策略。

表 5.4 评估 ϵ

k lk uk Nk Ĵ∗k(·) ϵk ϵk/Ĵ∗k(·)

1 2 1 6 4.6390 .0620 1.33%
2 1.6 1 6 4.5194 .0553 1.22%
3 1.2 1 6 4.3506 .0463 1.06%

1 1.6 0.8 6 4.6753 .0626 1.34%
2 1.6 1 6 4.5603 .0572 1.25%
3 1.6 1.2 6 4.4589 .0396 0.89%

1 1.4 1 10 7.6678 .1140 1.49%
2 1.4 1 15 11.647 .1869 1.60%
3 1.4 1 20 15.661 .2599 1.66%

5.6 总结

本章研究了提供可重复利用资源的服务市场的动态定价优化问题，主要做了三点贡

献。第一，本章提出了一个综合性的模型来描述市场的动态和竞争特性。第二，本章将
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服务商的最优定价策略规划成了一个 AE并设计了求解算法。第三，本章推导了模型的

很多有用的性质，同时未对需求函数做过多假设。实验结果表明本章提出的定价策略比

文献中已有的策略性能更好。

本章的算法也可以被扩展到处理 P̂∗ 不存在的情况。具体而言，可以将结点 P的最

优响应边的集合扩展为

{Pk|Pk ≥ B̂k(P−k|φ−k(P)) − ξ, k ∈ [K]}. (5-82)

相应地，将算法6中的终止条件由公式 (5-34)修改为 ∀k ∈ [K]和 Pk ∈ ∆k，

Ĵk(P̂∗k, P̂
∗
−k|φ−k(P̂∗)) + ξ ≥ Ĵk(Pk, P̂∗−k|φ−k(P̂∗)). (5-83)

这样可以通过设定合适的 ξ使得算法6总能收敛到一个 ϵ + ξ（近似）纳什均衡。
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第六章 总结与展望

本章首先总结本文的主要工作，然后给出下一步的工作安排。

6.1 本文总结

本文以付费搜索广告竞标和云计算服务为具体对象，研究了互联网应用中的模型建

立、均衡计算和收益优化问题，具体包括以下四个工作：1. 有限理性模型研究，在博弈

参与方无法精确获知环境和对手信息时，有限理性模型能更好地模拟不确定性；2. 基于

保留价的收益优化，其中用于计算保留价的信息未知，考虑到有限时间内的总收益，获

取信息的采样数影响着全局收益; 3. 基于长远利益的定价策略优化，市场在不断发展且

竞争激烈，参与者需要制定长远的价格策略来最大化全局收益；4. 基于资源利用率的定

价策略优化，在市场发展的每一个阶段，参与者需要动态调整供需关系和资源的利用率

来最大化收益。本文针对每个问题进行了建模分析，提出了相应的高效的算法并进行了

大量实验评估所提方法的性能。

针对付费搜索中的有限理性的建模问题，本文分析了纳什均衡在实际应用中的局限

性，包括只能描述纯策略行为（真实数据显示广告商大多采用混合策略）以及假设广告

商知道市场和对手的所有信息，然后引入了质反应均衡的概念来解决这些问题。质反应

均衡弱化了纳什均衡对于完全理性的假设，在这种均衡下，期望收益越高的纯策略被采

取的概率越高，质反应均衡本身是一个混合策略。本文主要研究了付费搜索中质反应均

衡的计算问题和参数预测问题。本文设计了一个基于同伦思想的高效算法来求解该均

衡，通过深入分析付费搜索中收益函数的性质，本文开发了专门的加速算法，将复杂度

从指数级降为了线性级别。此外，本文还提出了利用质反应均衡的拟合功能来推测付费

搜索中的参数的方法，包括广告价值、点击率和广告商的理性程度等。本文在模拟数据

集和真实数据集上做了大量实验，结果表明本文提出的加速算法的性能远远优于普通算

法，能被用于求解大规模付费搜索中的质反应均衡，此外，质反应均衡对真实数据的拟

合能力很强，参数预测效果好于混合策略纳什均衡模型。

针对付费搜索中基于保留价的收益优化问题，本文考虑了更加现实的情况，即广告

价值分布未知且无历史数据时如何制定保留价格。Myerson定理给出了广告价值分布已

知时计算最优保留价格的基础理论。对于分布未知的情况，需要先通过采样来获取足够

信息。由于广告价值分布不会一直不变，本文研究如何设置采样时间来最大化有限时间

内搜索引擎的总收益，并将该问题被规划成了一个整数约束优化问题，最优解不依赖于

具体的价值分布形式，具有鲁棒性。为了求解最优采样时间，本文通过一系列等价问题

转换将原问题变换成了一个连续约束优化问题。通过分析目标函数的性质，本文证明了
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最优采样时间的存在性和唯一性，并基于此提出了一个类似于二分查找的算法，该方法

具有指数级的收敛速度。基于模拟数据的实验结果表明，本文提出的方法给搜索引擎带

来的收益与知道广告价值分布时的理论最大收益非常接近，前者与后者的比值超过 0.9。

针对云计算中基于长远利益的定价优化问题，本文充分考虑了市场的各种特性，包

括用户数量的增长、市场中的不完全信息及服务商之间的竞争等，提出了一个具有现实

意义的模型。为了求解最优的定价策略，本文将模型规划成一个随机博弈，其中每个服

务商独立且同时制定价格，当前时刻的定价会考虑到未来的长远利益。本文将最优策略

描述为一个马尔科夫完美均衡，为了计算该均衡，本文将随机博弈按照时间线展开成多

个标准型子博弈，并设计了一个基于动态规划的算法，该算法的时间复杂度是子博弈个

数的线性函数，而传统的 Q-learning类型的算法需要多次迭代才能收敛到近似解且时间

复杂度是关于子博弈个数的指数函数。此外，为了进一步提升效率，本文还提出了计算

期望即时收益的加速算法。实验结果表明本文提出的算法能高效地计算马尔科夫完美

均衡策略，与文献中已有的最好的策略相比，本文提出的方法能给服务商带来最高的收

益。

针对云计算中基于资源利用率的定价优化问题，本文研究了市场中的动态供需关

系，提出了一个能够综合考虑资源利用情况和市场竞争的模型。本文阐明了市场中存在

不完全信息因而纳什均衡无法达到，并将定价策略定义成了一个近似均衡，该均衡概念

在现实中更加实用。本文开发了了一个保证收敛的算法来求解近似均衡，此外，还推导

了均衡的很多重要的性质，包括动态价格关于资源利用率的单调性和收益函数的凹凸性

等，这些性质被进一步利用来提高算法效率。本文通过实验验证了所提的近似均衡策略

优于其他已有的策略，且近似均衡很接近纳什均衡。

6.2 下一步工作展望

本文以付费搜索广告和云计算作为具体研究对象，利用博弈论的方法来研究以它们

为代表的互联网应用中的均衡计算和收益优化问题。今后的工作主要沿着以下三个方向

开展。

第一，本文给出了一个基于同伦的计算质反应均衡的算法，这种方法只能求得均衡

的数值解，今后的工作会深入研究质反应均衡的解析解，可以先从简单的质反应函数开

始，然后逐步扩展到更为复杂的定义。此外，质反应均衡的存在性证明也是今后工作的

重点之一。

第二，考虑广告商策略性反应的保留价优化问题。本文的第二个工作假设广告商采

用固定的均衡策略，不会对搜索引擎设置不同的保留价有任何反应。这个假设可以被弱

化，即如果广告商知道搜索引擎会通过采用预估广告价值分布，那么广告商可以策略性

地在搜索引擎采样期间降低自己的竞价，从而使得搜索引擎计算出一个较低的保留价，

这样在采样阶段结束后广告商就能获得更高的收益。这样搜索引擎和广告商之间会形
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第六章 总结与展望

成一种博弈，保留价优化问题会因此变得更为复杂，但毫无疑问这种假设更符合现实情

况，是今后要深入研究的一个课题。

第三，本文从两个维度对云计算中的定价优化问题进行了研究，即基于长远利益和

基于资源利用率的策略。其中基于长远利益的定价更加宏观，考虑的是在市场的长远发

展过程中如何为不同阶段设置合适的价格，而基于资源利用率的定价则更关注于一个具

体的发展阶段。一个值得研究的问题是如何将两种定价策略整合成一个统一的策略，同

时考虑长远利益和资源利用率。一种可行的方案包为首先通过长远利益优化得出每个阶

段价格的平均值，然后对每个阶段基于资源利用率的价格优化设置额外的限制条件–动

态价格的均值要与前者吻合。今后将深入研究该方案。
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