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D/IFFF:)/RENTS ASPECTS STOCHASTIQUES ET
GEOMETRIQUES DE LA FORMULE DE CLARK

Ni1coLAS PRIVAULT

La formule de Clark est présentée comme un analogue du “fundamental
theorem of calculus” dans le cadre général des martingales normales, et
pour le mouvement brownien riemannien. Des applications de cette formule
aux inégalités de Sobolev logarithmiques et aux mathématiques financieres
sont mentionnées.

1 Introduction

Il est bien connu que la formule de Clark s’interpréte comme un analogue
stochastique de la formule de Taylor classique, voir par exemple [12], Ch. VIL.
Nous nous intéressons ici a I’écriture du classique “fundamental theorem of
calculus” en termes de séries entieres :

flx) = Zanz”

= ap +nz::1nozn /01" Yty
= 10+ [ Fan

avec l'identité 2" = n fox y"1dy. Si I’on remplace 2™ par le polynéme d’Her-
mite Hy,(x,t) de parametre ¢ > 0 on a toujours a%Hn(ac,t) = nH, 1(x,t)
mais Ha,(0,t) # 0, et le raisonnement ci-dessus n’est plus valable. Peut-on
écrire Hy(x,t) comme une intégrale de nH,,_1(z,t) ? Une réponse positive
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est donnée dans une certaine mesure par le calcul stochastique :

t
H, (B, t) = n/ H,_1(Bs, s)dBs, (1)
0

ou dB; est la différentielle d’Ito associée au mouvement Brownien standard
(Bs)ser, - Le développement de f dépendant d’un parametre ¢ en série de
polynomes d’Hermite peut donc s’écrire

f(Btat) = Zﬁan(Btat)
n=0 . )
= BO +nZ::1n/Bn/O Hn—l(BS78)st

= s [ BB B @)

la derniere égalité provient du fait que H,,_1(Bs, s) n’est autre que I'espérance
conditionnelle E[H,,_1(By,t) | Fs|, s < t, par la propriété de martingale de
(Bt)ter, - L'intégrale stochastique multiple

00 [fSn S9
I,(fn) :n!/ / / fn(s1,...,8n)dBs, -+ -dBs,
0 0 0

est définie pour toute fonction f, € L?(R") symétrique par la formule
d’isométrie

(In(fn)s Im(gm)) £2(0) = Lin=m}yn!(fr, 9m) L2(R7)-

Le raisonnement ci-dessus s’étend alors a certaines fonctionnelles du mouve-
ment brownien (By);cr, admettant un développement en série d’intégrales
stochastiques (en particulier les fonctionnelles de carré intégrable) :

F = E[F]+Zln(fn)
n=1

— E[FHT;TL/O Ln—1(fu(*, )1z )dBy
= EIF] +/OOE[DtF | Fi]dB, (3)
0

ou le gradient stochastique D; est 'opérateur linéaire défini par

DtIn(fn) = nIn—l(fn(*y t))7

avec

Infl(fn(*ﬂt)l{*ﬁt}) = E[lp—1(fa(x 1)) | F], t€R4.
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Etant donné la relation

t Sn S92
H, (By,t) :n!/ / / dBs, ---dBs,,, (4)
0 JO 0

le raisonnement (3) apparait comme une généralisation de (2). De plus le
polynome & d variables et de degré n

Pn(Bt07 L Btd) = Hn1 (Bt1 - Bt07t1 - tO) T Hnd(Btd - Btd_17td - td*1)7

0<ty<---<tyg,avec n =nq + -+ + ng, s’écrit comme l'intégrale stochas-
tique multiple

o0 [fSn So
[¢] on
Pn(Btm"'Btd) :n!/O /0 /0 1[1&7;,1751] O”.Ol[tdilytd]stl.”st”’

et on a
i=d

DiPy(Big, .- Biy) = Y 10,4, (1)0:Pu(Bug, ... By,),
=0

donc (3) est donc une généralisation de (2) en dimension quelconque. Un
autre intérét de (3) est de ne pas faire apparaitre directement de polynomes.
Le mouvement brownien (By)ier . appartient a la famille des martingales
(My)ter, dites normales, c’est a dire satisfaisant d(M;, M) = dt. Par rap-
port a une telle martingale, 'intégrale stochastique multiple

00 tn to
In(fn):n!/ / fu(tiy oo ty)dMy, -+ - dMy,
0 0 0

est toujours définie par la formule d’isométrie
— I
<In(fn)7 Im(Qm))LQ(Q) = 1{n:m}n-<fnv gm>L2(Ri)-

Si (M;)ier, dans L* ala propriété de représentation prévisible, alors I’équation
de structure

d[Mt7 Mt] =dt + ¢t_tha te R-ﬁ-’ (5)

est vérifiée, avec (¢¢);cr, est un processus adapté et de carré intégrable.
Si (¢¢)ier, est déterministe alors (M;);cr, est la combinaison d’un mou-
vement brownien et d’un processus de Poisson. Si ¢y = M, 5 € [—2,0],
alors (5) a une solution unique appelée martingale d’Azéma, cf. [8]. A l'ex-
ception du processus de Poisson compensé, et du mouvement Brownien les
intégrales stochastiques multiples par rapport aux martingales normales ne
s’expriment pas a l'aide de polynémes comme dans (4), cf. [17], cependant
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la méme preuve s’applique pour la formule de Clark :
(o]
F = E[F]+Zln(fn)
n=1

— E[F+Y n /0 (a1 oy )M,
n=1

_ BlF+ /0  B[DyF | FldM,.

2 Inégalités de Sobolev logarithmiques

Comme premiere application nous allons montrer que la preuve des inégalités
de Sobolev logarithmiques modifiées sur l’espace de Poisson de [1], [2], [4],
[5] s’étend aux martingales normales. L’entropie d’une variable aléatoire F
est définie par

Ent [F] = E[Flog F] — E[F]log E[F],

pour F' suffisamment intégrable.

Proposition 1 ([16])
Soit F' € Dom(D) bornée avec F > n pour unn > 0. On a

1

Ent [F] < %E {F /OT(z _ it)(DtF)%lt} , (6)

avec iy = 1{¢t=0}7 tc R+.

Preuve. On pose
t
X, =E[F | F] = Xo —I—/ HdM,;, teR,,
0

avec Hy = E[DsF | F,-], s € Ry. La formule de changement de variable,
Prop. 2 de [8], montre que

Flog F — E[F|log E[F)|
_ /T (X + ¢eHy) log( Xy~ + ¢y Hy) — Xy log X M,
0 on

T
+/ ’Lth(l + IOg(th))th
0

n /T (Xe- + ¢ Hy) log(Xy- + ¢ Hy) — Xy log Xy- — ¢ Hy(1 +log X;-)

7

0
1 (T H?
— i ——dt
+2/0 ZtXt s

dt
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avec la convention 0/0 = 0. Appliquant I'inégalité de Jensen a la fonction
convexe

U(u,v) = (u+v)log(u+v) —ulogu — (1 +logu)v, wu,u+v >0,

et I'inégalité ¥(u,v) < |[v|?/u, u > 0, u +v > 0, comme dans [19] et [20],
puis I'inégalité de Schwarz, on obtient :

Ent[F] = E_/(]T;t U (X, , ¢ Hy)d ]+ E[/ thtdt]

< E_/TE[(; (F,¢sDiF )|ft} dt]+2;E [/Tit(DtF)2dt]

= E/T1 U(F, ¢ DiF )dt+i T'(DF)th
= o ¢t Lt oF w\ Lt

< %E H /OT(Qit)(Dthdt]

3 La formule de Clark en mathématiques financieres

Il existe de nombreux livres sur la finance stochastique, on peut consulter
[18] pour des références récentes. Soient r : Ry — R et 0 : Ry —]0, 00|
des fonctions déterministes bornées. Soit ¢ > 0 et (S¥;)seft,o0[ l& Processus
de prix défini par

dsy,
Sts

=rsds +osdMs, s € [t,00, S =x€]0,00],

olt (M;)ser, est une martingale normale et soit (A;);er, l'actif sans risqe

défini par

dA
= —pdt, Ag=1, teR,. (7)
Ay

On pose S; = S&t, t € R,. Soient n; et (; les nombres d’unités investies au
temps ¢, respectivement dans les actifs (S;)cr, et (A¢)ier, . La valeur du
portefeuille V; au temps t est donnée par

Vi = GAr +meSe, t € R4, (8)
On suppose que le portefeuille est auto-financant : A;d(; + Sidn: = 0, donc

dVy = riVidt + oy Sed My,  t € Ry, 9)
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et

T T T
Vi = Voexp </ rtdt> +/ oM Sy exp (/ 7‘st> dM;, T eR;. (10)
0 0 t

Supposons que l'on doive trouver une stratégie de couverture ((t,7:)ier,
conduisant & une valeur donnée Vo = F = (Sp — K)*. Par comparaison de
(10) avec la formule de Clark

T
F = E[F] +/ E[DF | F)dM,,
0

on obtient

Vo = E[(Sr— K)"]exp (— /0 ' d) ,

T
n = o—;lS;lE[Dt(ST — K)" | Fi]exp <—/ 7‘st> , teRy,
t

ce qui permet de calculer la stratégie de couverture (1)¢er, . On peut ainsi
déterminer (V;)ier, a partir de (9), puis en déduire ((;)¢er, . Les proposi-
tions suivantes présentent des formules plus explicites pour (1) cr, . Soit
S l'ensemble des polynémes en My, ..., M , t1,...,t, € Ry, n > 1. On
suppose que (M;)icr, est solution de (5) avec (¢¢);cr, déterministe, on se
place donc dans le modele de [11].

Proposition 2 ([7])
On a

ED(Sr—K)*|R] = E [itUtSIle[K,oo[(ngT)

1—1 T x T
p “(o100Str — (K — Str) s oo (St
t 1+o0¢ I:St

+

Preuve. On utilise la formule
1—14
o

DyF(w) = DBF(w) + (Fw+ dilpoo)) — Fw)), teRy, (11)

F € 8, ou DP est le gradient stochastique défini par
B d .
<‘D F7 u>L(2X(]R+) = diF UJ() + € ZSuSdS 9
€ 0 le=0

puis on applique la propriété de Markov de (¢, S¢)icr, - O
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Pour 8 € [-2,0[, soit (M})ier, 1'unique solution de I’équation de structure
(5), ce qui correspond au modele de marché de [6].

Proposition 3 ([7])
On a

E [Dy(Sr— K)" | 7]

o 1 T T
= BMtE (y + M7 — Mt)%ﬁ&jhmm[(&j)
y=M;
. —K)1 S¥ .
UCETR—E )

Preuve. Soient les vecteurs (Xi)ter, = ([St, Mi))ter, , (Kt)ter, = ([rtSt, 0])ter,, ,
(Ht)ier, = ([0¢St,1])ier,, avec Xo = [1,0]. Par la formule de changement
de variables (Prop. 2 de [8]), on a pour f € C}(R?) :

F(X0) = F(Xo) + /0 Lof(X)dM, + /0 (U, + KV f(X)ds,

avec
_ f(Xs+ﬁMsHs) _f(Xs)
Lsf(XS) - 5MS )
X MsH,) — f(Xs) — BH;V (X,

On applique cette formule & la martingale ¢t — P, rf(X;) = E[f(X1) | Fi
dont le terme a variation finie est nul, pour obtenir :

t
Purf(X.) = Porf(Xo) + /0 (Lo(Porf))(Xo)dM,, t€ R,
avec Py rf(Xo) = E[f(Xr)]. Donc

E[Dif(X7) | F] = (Le(Prr f))(X2)

— (PP + BMLH) — (Par) (X))

= g (Prf )+ BV, (14 B)M]) = (Pr (1 M)
= ﬁ;ftE [f((l + O't/B(y + Mp — Mt))ST, (1 + ﬁ(y + My — Mt))ST]zzg{t

1 _
_BMtE [f(ST7 MT)]Z;J,;? .

La derniere ligne provient de la propriété de Markov de (t,S;, M)ier, . O
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4 Formule de Clark et mouvement brownien rie-
mannien

La formule de Clark pour le mouvement brownien sur les variétés rieman-
niennes peut étre écrite de deux facons, en utilisant soit le gradient D
sur 'espace de Fock relatif au brownien “plat”, soit le gradient amorti D
associé au brownien riemannien, car ces gradients different d’un proces-
sus dont la projection adaptée est nulle. Nous montrons ici que ce pro-
cessus admet une expression explicite utilisant le gradient D et l'intégrale
de Skorohod ¢ (adjoint de D) associés au brownien “plat” d-dimensionnel
(Bt)ter, - Soit M une variété riemannienne de dimension d, dont le fibré des
reperes orthonormés est noté O(M). Le transport parallele de Levi-Civita
définit d champs de vecteurs horizontaux canoniques Aq,..., Az on O(M),
et 'équation différentielle de Stratonovich

{ dr(t) = =0 Ai(r(t) o dBi(t), te€Ry,
r(0) = (mo,r0) € O(M),

définit un processus (7(t))ier, & valeurs dans O(M), cf. [10] et les références
citées. Soit m : O(M) — M la projection canonique, soit y(t) = w(r(t)),
t € R4, le mouvement brownien sur M, et soit le transport parallele le long
de (7(t))icr, défini par

tuo=r(t)rg : TmgM — TyyM, teRy.

Soit P(M) = Cpy(Ry; M) Despace des fonctions continues sur M partant
de myg, soit

I : Co(RyRY) — Cy (Ry; M)
(@®))ter, = I(w) = (7(£))ter,

I’application d’Ito, et soit v la mesure image par I de la mesure de Wiener
sur Co(R4; RY). Soit S(P(M)), resp. U(P(M) x Ry ;R?) I’ensemble des fonc-
tionnelles de la forme F' = f(y(t1),...,7(tn)), f € CF(M"),0<t; <--- <
t, <1, n > 1, resp. de la forme

k=n .
Z Fk/ ug(s)ds,
k=1 70

Fi,...,F, € SP(M)), u1,...,u, € L2 (R4;RY), n > 1. Ces espaces sont
respectivement denses dans L?(P(M),dv) et dans L?(P(M) x Ry, dv ®
dt; RY).
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Définition 1 ([9])
Soit D : L*(P(M)) — L*(P(M) x Ry;T},,) le gradient intrinséque défini

par
i=n

lA)tF = Zt()(—tzviwf(ry(tl)v s 77(tn))1[0,t1](t)7 le R+7
=1

pour F' = f(y(t1),...,7(tn)) € S(P(M)).

Soit €, le tenseur de courbure sur M et soit ric, : R — R? le tenseur de
Ricci en 7 € O(M), et soit (£(t))er, le processus défini par

2(t) = 2(t) + dric,y2(t), te€Ry,
(12)
2(0) = 0,

cf. [3]. Soit q(t, z) : R? — R? défini par

alt.2) == [ 9 (edB(s). (). e Ry

On note (-, -) le produit scalaire sur T},,M, identifié au produit scalaire sur
R?. La proposition suivante donne une expression explicite de D utilisant D
et d.

Proposition 4 ([13])
Soit z € U(P(M) x Ry;T,,,) adapté. On a

| or s = [Coirio)de+sataDE),  03)
0 0

FeSP(M)).

Soit Id, ) I'identité de 17 M, Qs : R? — R? la solution de

dQt.s 1.
Cj; = _§rlcr(t)Qt,87 Qs,s = Id'y(O)’ 0<s<t,

et .
5(t) = / Quoi(s)ds, teR,.
0
On note Q5 ; : R? — R? ladjoint de Qs R? — R 0< s < t.
Définition 2 ([9])

Le gradient amorti D est défini par

DiF = 104 (0Q o r, VI F(4(11), -7 (), € Ry,
=1

pour F'= f(y(t1),...,7(tn)) € S(P(M)).



10 N. PRIVAULT

Nous donnons maintenant une expression explicite de D en termes de D et
0.

Proposition 5 ([13])
Siz € U(P(M) x R ;R?) est déterministe,

/OO<DtF,2(t))dt - /OO<DtF,2(t))dt—|—5(q(-,2)D.F), F € S(P(M)).
0 0

Preuve. On applique la Proposition 4 et les relations (DF, 2) = (DF, Z) et
Z=z, cf [9]. 0

Prop. 5 implique que pour F' € S(P(M)), les processus DF, DF e L2(P(M)x
R4 ;T),) ont mémes projections adaptées :

E[D;F | Fi] = E[D:F | Fy], teR,, FeSP(M)), (14)
et il en découle deux expressions pour la formule de Clark :

Proposition 6 ([9]) .
Soit F' € Dom(D) N Dom(D). On a

F=EF)+ [(EIDF | F.dB) = EIF)+ [ (EIDF| 7). dB).

Finalement on remarque que la formule de Clark pour le processus de Poisson
admet deux formulations différentes, qui présentent une forte similitude avec
le cas brownien riemannien. L’opérateur D est ici le gradient défini par

1=n

D,F = — Z Loz ()0 f(T4,..., Ty),
i=1
oun F' = f(T,...,T,) est une fonctionnelle réguliere des temps de saut

(T )r>1 du processus de Poisson compensé (N; — t)icr,, qui est solution
de (5) pour ¢y =1,t € R;. On a

DyF = DiF — 5(1 oo(()0.D.F),

cf. [15], ce qui revient & écrire
/ 2(t)DyFdt = / L(t)DyFdt + 8(q(-, ) D.F),
0 0

avec q(+,z) = — [, 25ds 0., 2 € L*(R4.). Par conséquent, la formule de Clark
sur ’espace de Poisson admet aussi deux expressions, cf. [14], Th. 1 :

F = E[F] + /OOO E[DF | F4]d(N; — t) = E[F] + /Ooo E[DiF | FyJd(N; —t).

Des résultats sur les inégalités de Sobolev logarithmiques, et liés a ces for-
mules sur I'espace de Poisson, peuvent étre trouvées dans [1].
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