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Différents Aspects Stochastiques et
Géométriques de la Formule de Clark

Nicolas Privault

La formule de Clark est présentée comme un analogue du “fundamental
theorem of calculus” dans le cadre général des martingales normales, et
pour le mouvement brownien riemannien. Des applications de cette formule
aux inégalités de Sobolev logarithmiques et aux mathématiques financières
sont mentionnées.

1 Introduction

Il est bien connu que la formule de Clark s’interprête comme un analogue
stochastique de la formule de Taylor classique, voir par exemple [12], Ch. VII.
Nous nous intéressons ici à l’écriture du classique “fundamental theorem of
calculus” en termes de séries entières :

f(x) =

∞∑
n=0

αnx
n

= α0 +

∞∑
n=1

nαn

∫ x

0
yn−1dy

= f(0) +

∫ x

0
f ′(y)dy,

avec l’identité xn = n
∫ x

0 y
n−1dy. Si l’on remplaçe xn par le polynôme d’Her-

mite Hn(x, t) de paramètre t > 0 on a toujours ∂
∂xHn(x, t) = nHn−1(x, t)

mais H2n(0, t) 6= 0, et le raisonnement ci-dessus n’est plus valable. Peut-on
écrire Hn(x, t) comme une intégrale de nHn−1(x, t) ? Une réponse positive
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2 N. Privault

est donnée dans une certaine mesure par le calcul stochastique :

Hn(Bt, t) = n

∫ t

0
Hn−1(Bs, s)dBs, (1)

où dBs est la différentielle d’Itô associée au mouvement Brownien standard
(Bs)s∈R+ . Le développement de f dépendant d’un paramètre t en série de
polynômes d’Hermite peut donc s’écrire

f(Bt, t) =

∞∑
n=0

βnHn(Bt, t)

= β0 +
∞∑
n=1

nβn

∫ t

0
Hn−1(Bs, s)dBs

= E[f(Bt, t)] +

∫ t

0
E

[
∂

∂x
f(Bs, s) | Fs

]
dBs, (2)

la derniere égalité provient du fait queHn−1(Bs, s) n’est autre que l’espérance
conditionnelle E[Hn−1(Bt, t) | Fs], s < t, par la propriété de martingale de
(Bt)t∈R+ . L’intégrale stochastique multiple

In(fn) = n!

∫ ∞
0

∫ sn

0
· · ·
∫ s2

0
fn(s1, . . . , sn)dBs1 · · · dBsn

est définie pour toute fonction fn ∈ L2(Rn+) symétrique par la formule
d’isométrie

〈In(fn), Im(gm)〉L2(Ω) = 1{n=m}n!〈fn, gm〉L2(Rn+).

Le raisonnement ci-dessus s’étend alors à certaines fonctionnelles du mouve-
ment brownien (Bt)t∈R+ admettant un développement en série d’intégrales
stochastiques (en particulier les fonctionnelles de carré intégrable) :

F = E[F ] +
∞∑
n=1

In(fn)

= E[F ] +

∞∑
n=1

n

∫ ∞
0

In−1(fn(∗, t)1{∗≤t})dBt

= E[F ] +

∫ ∞
0

E[DtF | Ft]dBt, (3)

où le gradient stochastique Dt est l’opérateur linéaire défini par

DtIn(fn) = nIn−1(fn(∗, t)),

avec
In−1(fn(∗, t)1{∗≤t}) = E[In−1(fn(∗, t)) | Ft], t ∈ R+.
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Étant donné la relation

Hn(Bt, t) = n!

∫ t

0

∫ sn

0
· · ·
∫ s2

0
dBs1 · · · dBsn , (4)

le raisonnement (3) apparâıt comme une généralisation de (2). De plus le
polynôme à d variables et de degré n

Pn(Bt0 , . . . Btd) = Hn1(Bt1 −Bt0 , t1 − t0) · · ·Hnd(Btd −Btd−1
, td − td−1),

0 ≤ t0 < · · · < td, avec n = n1 + · · ·+ nd, s’écrit comme l’intégrale stochas-
tique multiple

Pn(Bt0 , . . . Btd) = n!

∫ ∞
0

∫ sn

0
· · ·
∫ s2

0
1◦n1

[t0,t1] ◦ · · · ◦ 1◦nd[td−1,td]dBs1 · · · dBsn ,

et on a

DtPn(Bt0 , . . . Btd) =
i=d∑
i=0

1[0,ti](t)∂iPn(Bt0 , . . . Btd),

donc (3) est donc une généralisation de (2) en dimension quelconque. Un
autre intérêt de (3) est de ne pas faire apparâıtre directement de polynômes.
Le mouvement brownien (Bt)t∈R+ appartient à la famille des martingales
(Mt)t∈R+ dites normales, c’est à dire satisfaisant d〈Mt,Mt〉 = dt. Par rap-
port à une telle martingale, l’intégrale stochastique multiple

In(fn) = n!

∫ ∞
0

∫ tn

0
· · ·
∫ t2

0
fn(t1, . . . , tn)dMt1 · · · dMtn

est toujours définie par la formule d’isométrie

〈In(fn), Im(gm)〉L2(Ω) = 1{n=m}n!〈fn, gm〉L2(Rn+).

Si (Mt)t∈R+ dans L4 a la propriété de représentation prévisible, alors l’équation
de structure

d[Mt,Mt] = dt+ φt−dMt, t ∈ R+, (5)

est vérifiée, avec (φt)t∈R+ est un processus adapté et de carré intégrable.
Si (φt)t∈R+ est déterministe alors (Mt)t∈R+ est la combinaison d’un mou-
vement brownien et d’un processus de Poisson. Si φt = βMt, β ∈ [−2, 0[,
alors (5) a une solution unique appelée martingale d’Azéma, cf. [8]. A l’ex-
ception du processus de Poisson compensé, et du mouvement Brownien les
intégrales stochastiques multiples par rapport aux martingales normales ne
s’expriment pas à l’aide de polynômes comme dans (4), cf. [17], cependant
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la même preuve s’applique pour la formule de Clark :

F = E[F ] +

∞∑
n=1

In(fn)

= E[F ] +
∞∑
n=1

n

∫ ∞
0

In−1(fn(∗, t)1{∗≤t})dMt

= E[F ] +

∫ ∞
0

E[DtF | Ft]dMt.

2 Inégalités de Sobolev logarithmiques

Comme première application nous allons montrer que la preuve des inégalités
de Sobolev logarithmiques modifiées sur l’espace de Poisson de [1], [2], [4],
[5] s’étend aux martingales normales. L’entropie d’une variable aléatoire F
est définie par

Ent [F ] = E[F logF ]− E[F ] logE[F ],

pour F suffisamment intégrable.

Proposition 1 ([16])
Soit F ∈ Dom(D) bornée avec F > η pour un η > 0. On a

Ent [F ] ≤ 1

2
E

[
1

F

∫ T

0
(2− it)(DtF )2dt

]
, (6)

avec it = 1{φt=0}, t ∈ R+.

Preuve. On pose

Xt = E[F | Ft] = X0 +

∫ t

0
HsdMs, t ∈ R+,

avec Hs = E[DsF | Fs− ], s ∈ R+. La formule de changement de variable,
Prop. 2 de [8], montre que

F logF − E[F ] logE[F ]

=

∫ T

0

(Xt− + φtHt) log(Xt− + φtHt)−Xt− logXt−

φt
dMt

+

∫ T

0
itHt(1 + log(Xt−))dMt

+

∫ T

0

(Xt− + φtHt) log(Xt− + φtHt)−Xt− logXt− − φtHt(1 + logXt−)

φ2
t

dt

+
1

2

∫ T

0
it
H2
t

Xt
dt,
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avec la convention 0/0 = 0. Appliquant l’inégalité de Jensen à la fonction
convexe

Ψ(u, v) = (u+ v) log(u+ v)− u log u− (1 + log u)v, u, u+ v > 0,

et l’inégalité Ψ(u, v) ≤ |v|2/u, u > 0, u + v > 0, comme dans [19] et [20],
puis l’inégalité de Schwarz, on obtient :

Ent [F ] = E

[∫ T

0

1

φ2
t

Ψ(Xt− , φtHt)dt

]
+

1

2
E

[∫ T

0
it
H2
t

Xt
dt

]
≤ E

[∫ T

0
E

[
1

φ2
t

Ψ(F, φtDtF ) | Ft
]
dt

]
+

1

2F
E

[∫ T

0
it(DtF )2dt

]
= E

[∫ T

0

1

φ2
t

Ψ(F, φtDtF )dt+
1

2F

∫ T

0
it(DtF )2dt

]
≤ 1

2
E

[
1

F

∫ T

0
(2− it)(DtF )2dt

]
.

�

3 La formule de Clark en mathématiques financières

Il existe de nombreux livres sur la finance stochastique, on peut consulter
[18] pour des références récentes. Soient r : R+ −→ R et σ : R+ −→]0,∞[
des fonctions déterministes bornées. Soit t > 0 et (Sxt,s)s∈[t,∞[ le processus
de prix défini par

dSxt,s
Sxt,s

= rsds+ σsdMs, s ∈ [t,∞[, Sxt,t = x ∈]0,∞[,

où (Ms)s∈R+ est une martingale normale et soit (At)t∈R+ l’actif sans risqe
défini par

dAt
At

= rtdt, A0 = 1, t ∈ R+. (7)

On pose St = S1
0,t, t ∈ R+. Soient ηt et ζt les nombres d’unités investies au

temps t, respectivement dans les actifs (St)t∈R+ et (At)t∈R+ . La valeur du
portefeuille Vt au temps t est donnée par

Vt = ζtAt + ηtSt, t ∈ R+. (8)

On suppose que le portefeuille est auto-finançant : Atdζt + Stdηt = 0, donc

dVt = rtVtdt+ σtηtStdMt, t ∈ R+, (9)
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et

VT = V0 exp

(∫ T

0
rtdt

)
+

∫ T

0
σtηtSt exp

(∫ T

t
rsds

)
dMt, T ∈ R+. (10)

Supposons que l’on doive trouver une stratégie de couverture (ζt, ηt)t∈R+

conduisant à une valeur donnée VT = F = (ST −K)+. Par comparaison de
(10) avec la formule de Clark

F = E[F ] +

∫ T

0
E[DtF | Ft]dMt,

on obtient

V0 = E[(ST −K)+] exp

(
−
∫ T

0
rsds

)
,

ηt = σ−1
t S−1

t E[Dt(ST −K)+ | Ft] exp

(
−
∫ T

t
rsds

)
, t ∈ R+,

ce qui permet de calculer la stratégie de couverture (ηt)t∈R+ . On peut ainsi
déterminer (Vt)t∈R+ à partir de (9), puis en déduire (ζt)t∈R+ . Les proposi-
tions suivantes présentent des formules plus explicites pour (ηt)t∈R+ . Soit
S l’ensemble des polynômes en Mt1 , . . . ,Mtn , t1, . . . , tn ∈ R+, n ≥ 1. On
suppose que (Mt)t∈R+ est solution de (5) avec (φt)t∈R+ déterministe, on se
place donc dans le modèle de [11].

Proposition 2 ([7])
On a

E[Dt(ST −K)+ | Ft] = E
[
itσtS

x
t,T 1[K,∞[(S

x
t,T )

+
1− it
φt

(σtφtS
x
t,T − (K − Sxt,T )+)1[ K

1+σt
,∞[(S

x
t,T )

]
x=St

.

Preuve. On utilise la formule

DtF (ω) = DB
t F (ω) +

1− it
φt

(F (ω + φt1[t,∞[)− F (ω)), t ∈ R+, (11)

F ∈ S, où DB
t est le gradient stochastique défini par

〈DBF, u〉L2
α(R+) =

d

dε
F

(
ω(·) + ε

∫ ·
0
isusds

)
|ε=0

,

puis on applique la propriété de Markov de (t, St)t∈R+ . �
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Pour β ∈ [−2, 0[, soit (Mt)t∈R+ l’unique solution de l’équation de structure
(5), ce qui correspond au modèle de marché de [6].

Proposition 3 ([7])
On a

E
[
Dt(ST −K)+ | Ft

]
=

1

βMt
E

[
(y +MT −Mt)σtβS

x
t,T 1[ K

1+σtβ(y+MT−Mt)
,∞[(S

x
t,T )

+(Sxt,T −K)1[ K
1+σtβ(y+MT−Mt)

,K](S
x
t,T )

]y=Mt

x=St

.

Preuve. Soient les vecteurs (Xt)t∈R+ = ([St,Mt])t∈R+ , (Kt)t∈R+ = ([rtSt, 0])t∈R+ ,
(Ht)t∈R+ = ([σtSt, 1])t∈R+ , avec X0 = [1, 0]. Par la formule de changement
de variables (Prop. 2 de [8]), on a pour f ∈ C1(R2) :

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0
Lsf(Xs)dMs +

∫ t

0
(Us +Ks∇)f(Xs)ds,

avec

Lsf(Xs) =
f(Xs + βMsHs)− f(Xs)

βMs
,

Usf(Xs) =
f(Xs + βMsHs)− f(Xs)− βHs∇f(Xs)

β2M2
s

.

On applique cette formule à la martingale t 7→ Pt,T f(Xt) = E[f(XT ) | Ft]
dont le terme à variation finie est nul, pour obtenir :

Pt,T f(Xt) = P0,T f(X0) +

∫ t

0
(Ls(Ps,T f))(Xs)dMs, t ∈ R+,

avec P0,T f(X0) = E[f(XT )]. Donc

E[Dtf(XT ) | Ft] = (Lt(Pt,T f))(Xt)

=
1

βMt
((Pt,T f)(Xt + βMtHt)− (Pt,T f)(Xt))

=
1

βMt
((Pt,T f)([(1 + βMtσt)St, (1 + β)Mt])− (Pt,T f)([St,Mt]))

=
1

βMt
E [f((1 + σtβ(y +MT −Mt))ST , (1 + β(y +MT −Mt))ST ]y=Mt

x=St

− 1

βMt
E [f(ST ,MT )]y=Mt

x=St
.

La dernière ligne provient de la propriété de Markov de (t, St,Mt)t∈R+ . �
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4 Formule de Clark et mouvement brownien rie-
mannien

La formule de Clark pour le mouvement brownien sur les variétés rieman-
niennes peut être écrite de deux façons, en utilisant soit le gradient D
sur l’espace de Fock relatif au brownien “plat”, soit le gradient amorti D̃
associé au brownien riemannien, car ces gradients diffèrent d’un proces-
sus dont la projection adaptée est nulle. Nous montrons ici que ce pro-
cessus admet une expression explicite utilisant le gradient D et l’intégrale
de Skorohod δ (adjoint de D) associés au brownien “plat” d-dimensionnel
(Bt)t∈R+ . Soit M une variété riemannienne de dimension d, dont le fibré des
repères orthonormés est noté O(M). Le transport parallèle de Levi-Civita
définit d champs de vecteurs horizontaux canoniques A1, . . . , Ad on O(M),
et l’équation différentielle de Stratonovich{

dr(t) =
∑i=d

i=1 Ai(r(t)) ◦ dBi(t), t ∈ R+,
r(0) = (m0, r0) ∈ O(M),

définit un processus (r(t))t∈R+ à valeurs dans O(M), cf. [10] et les références
citées. Soit π : O(M) −→ M la projection canonique, soit γ(t) = π(r(t)),
t ∈ R+, le mouvement brownien sur M , et soit le transport parallèle le long
de (γ(t))t∈R+ défini par

tt←0 = r(t)r−1
0 : Tm0M −→ Tγ(t)M, t ∈ R+.

Soit IP(M) = Cm0(R+;M) l’espace des fonctions continues sur M partant
de m0, soit

I : C0(R+;Rd) −→ Cm0(R+;M)

(ω(t))t∈R+ 7→ I(ω) = (γ(t))t∈R+

l’application d’Itô, et soit ν la mesure image par I de la mesure de Wiener
sur C0(R+;Rd). Soit S(IP(M)), resp. U(IP(M)×R+;Rd) l’ensemble des fonc-
tionnelles de la forme F = f(γ(t1), . . . , γ(tn)), f ∈ C∞b (Mn), 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤
tn ≤ 1, n ≥ 1, resp. de la forme

k=n∑
k=1

Fk

∫ ·
0
uk(s)ds,

F1, . . . , Fn ∈ S(IP(M)), u1, . . . , un ∈ L2(R+;Rd), n ≥ 1. Ces espaces sont
respectivement denses dans L2(IP(M), dν) et dans L2(IP(M) × R+, dν ⊗
dt;Rd).
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Définition 1 ([9])
Soit D̂ : L2(IP(M)) −→ L2(IP(M) × R+;Tm0) le gradient intrinsèque défini
par

D̂tF =

i=n∑
i=1

t0←ti∇Mi f(γ(t1), . . . , γ(tn))1[0,ti](t), t ∈ R+,

pour F = f(γ(t1), . . . , γ(tn)) ∈ S(IP(M)).

Soit Ωr le tenseur de courbure sur M et soit ricr : Rd −→ Rd le tenseur de
Ricci en r ∈ O(M), et soit (ẑ(t))t∈R+ le processus défini par

˙̂z(t) = ż(t) + 1
2ricr(t)z(t), t ∈ R+,

ẑ(0) = 0,

(12)

cf. [3]. Soit q(t, z) : Rd −→ Rd défini par

q(t, z) = −
∫ t

0
Ωr(s)(◦dB(s), z(s)), t ∈ R+.

On note 〈·, ·〉 le produit scalaire sur Tm0M , identifié au produit scalaire sur
Rd. La proposition suivante donne une expression explicite de D̂ utilisant D
et δ.

Proposition 4 ([13])
Soit z ∈ U(IP(M)× R+;Tm0) adapté. On a∫ ∞

0
〈D̂tF, ż(t)〉dt =

∫ ∞
0
〈DtF, ˙̂z(t)〉dt+ δ(q(·, z)D·F ), (13)

F ∈ S(IP(M)).

Soit Idγ(t) l’identité de Tγ(t)M , Qt,s : Rd −→ Rd la solution de

dQt,s
dt

= −1

2
ricr(t)Qt,s, Qs,s = Idγ(0), 0 ≤ s ≤ t,

et

z̃(t) =

∫ t

0
Qt,sż(s)ds, t ∈ R+.

On note Q∗t,s : Rd −→ Rd l’adjoint de Qt,s : Rd −→ Rd, 0 ≤ s < t.

Définition 2 ([9])
Le gradient amorti D̃ est défini par

D̃tF =
i=n∑
i=1

1[0,ti](t)Q
∗
ti,tt0←ti∇Mi f(γ(t1), . . . , γ(tn)), t ∈ R+,

pour F = f(γ(t1), . . . , γ(tn)) ∈ S(IP(M)).
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Nous donnons maintenant une expression explicite de D̃ en termes de D et
δ.

Proposition 5 ([13])
Si z ∈ U(IP(M)× R+;Rd) est déterministe,∫ ∞

0
〈D̃tF, ż(t)〉dt =

∫ ∞
0
〈DtF, ż(t)〉dt+ δ(q(·, z̃)D·F ), F ∈ S(IP(M)).

Preuve. On applique la Proposition 4 et les relations 〈D̃F, ż〉 = 〈D̂F, ˙̃z〉 et
ˆ̃z = z, cf. [9]. �

Prop. 5 implique que pour F ∈ S(IP(M)), les processusDF , D̃F ∈ L2(IP(M)×
R+;Tm0) ont mêmes projections adaptées :

E[DtF | Ft] = E[D̃tF | Ft], t ∈ R+, F ∈ S(IP(M)), (14)

et il en découle deux expressions pour la formule de Clark :

Proposition 6 ([9])
Soit F ∈ Dom(D) ∩Dom(D̃). On a

F = E[F ] +

∫ ∞
0
〈E[DtF | Ft], dBt〉 = E[F ] +

∫ ∞
0
〈E[D̃tF | Ft], dBt〉.

Finalement on remarque que la formule de Clark pour le processus de Poisson
admet deux formulations différentes, qui présentent une forte similitude avec
le cas brownien riemannien. L’opérateur D̃ est ici le gradient défini par

D̃tF = −
i=n∑
i=1

1[0,Ti](t)∂if(T1, . . . , Tn),

où F = f(T1, . . . , Tn) est une fonctionnelle régulière des temps de saut
(Tk)k≥1 du processus de Poisson compensé (Nt − t)t∈R+ , qui est solution
de (5) pour φt = 1, t ∈ R+. On a

D̃tF = DtF − δ(1[t,∞[(·)∂·D·F ),

cf. [15], ce qui revient à écrire∫ ∞
0

ż(t)D̃tFdt =

∫ ∞
0

ż(t)DtFdt+ δ(q(·, z)D·F ),

avec q(·, z) = −
∫ ·

0 żsds ∂·, ż ∈ L
2(R+). Par conséquent, la formule de Clark

sur l’espace de Poisson admet aussi deux expressions, cf. [14], Th. 1 :

F = E[F ] +

∫ ∞
0

E[DtF | Ft]d(Nt − t) = E[F ] +

∫ ∞
0

E[D̃tF | Ft]d(Nt − t).

Des résultats sur les inégalités de Sobolev logarithmiques, et liés à ces for-
mules sur l’espace de Poisson, peuvent être trouvées dans [1].
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