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Résumé.
On définit pour les fonctionnelles d’un processus ponctuel non Markovien Y dont les
instants de saut sont donnés par des lois uniformes un gradient D̃ dont l’adjoint étend
l’intégrale stochastique compensée par rapport à Y . Une représentation explicite des fonc-
tionnelles du processus en intégrales stochastique est obtenue avec une formule de Clark
par deux approches différentes. On étudie la forme de Dirichlet associée à ces opérateurs
pour obtenir des critères pour l’absolue continuité et la régularité des densités de variables
aléatoires en dimension infinie.

Abstract.
A gradient operator is defined for the functionals of a non-Markovian jump process Y
whose jump times are given by uniform probability laws. The adjoint of this gradient ex-
tends the compensated stochastic integral with respect to Y . An explicit representation of
the functionals of Y as stochastic integrals is obtained via a Clark formula in two different
approaches. The associated Dirichlet forms is studied in order to obtain criteria for the
existence and regularity of densities of random variables in infinite dimension.
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1 Introduction

Dans le cadre du calcul des variations stochastique sur l’espace de Wiener, un

opérateur de gradient est défini pour les fonctionnelles de Wiener, par perturbation

des trajectoires du mouvement Brownien dans la direction de l’espace de Cameron-

Martin, cf. [10]. L’adjoint de ce gradient coincide avec l’intégrale stochastique d’Itô

sur les processus adaptés de carré intégrable, cf. [8], ce qui permet d’appliquer ces

outils à l’étude des équations différentielles stochastiques, cf. par exemple [4]. La
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composition du gradient et de son adjoint donne l’opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck

qui permet, cf. [21], de définir des espaces de Sobolev et des distributions sur l’espace

de Wiener. De plus, l’opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck sur l’espace de Wiener définit

une forme de Dirichlet, ce qui donne des conditions pour l’absolue continuité des

fonctionnelles de Wiener, cf. [3]. Des conditions pour la régularité des lois de ces

fonctionnelles peuvent aussi être obtenues avec le gradient.

Nous nous intéressons ici à l’extension de ces notions au cas d’espaces de

probabilité non gaussiens. Sur l’espace de Poisson, le gradient peut être défini par

perturbation des temps de saut du processus. Son adjoint coincide avec l’intégrale

stochastique de Poisson compensée sur les processus prévisibles de carré intégrable,

cf. [3], [5], [16], et la composition du gradient et de son adjoint donne un opérateur

de nombre sur une décomposition chaotique définie à l’aide des polynômes de La-

guerre, cf. [3], [16]. Ceci permet, par un principe de transfert exposé dans [17],

de transposer à l’espace de Poisson les résultats d’analyse stochastique existant sur

l’espace de Wiener. Cette approche fait intervenir une formule d’intégration par par-

ties élémentaire par rapport à la densité exponentielle. Une autre approche, cf. [7],

[15], consiste à définir un gradient par différences finies.

Notre but est de développer le calcul stochastique anticipatif dans le cas de

la densité uniforme en perturbant les instants de saut d’un processus de saut non

Markovien. On obtient par intégration par parties élémentaire un opérateur de di-

vergence qui est une extension de l’intégrale stochastique compensée par rapport à

ce processus de saut. Par différences finies, on définira comme dans [15] un autre

gradient dont l’adjoint étend également l’intégrale stochastique. Ces opérateurs per-

mettront de représenter les fonctionnelles du processus en intégrales stochastiques

de deux façons différentes et d’obtenir des conditions pour l’absolue continuité de

lois de variables aléatoires en dimension infinie.

Les approches au calcul des variations stochastique présentées ci-dessus pour

les densités gaussienne et exponentielle font intervenir les polynômes de Hermite et

de Laguerre qui font partie des polynômes orthogonaux classiques, définis par une

équation différentielle du type

σ(x)y′′ + τ(x)y′(x) + λy = 0, (1)

où σ est un polynôme de degré au plus 2, τ est un polynôme de degré au plus 1, et

λ ∈ IN. Ces polynômes sont orthogonaux sur un intervalle (a, b) par rapport à une
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densité ρ telle que (σρ)′ = τρ, et on a

σ(x)ρ(x)xk |x=a,b= 0.

Cette dernière relation est utile pour obtenir une formule d’intégration par par-

ties élémentaire. A des transformations linéaires près, cf. [12], la seule catégorie

de polynômes orthogonaux autre que les polynômes de Hermite ou de Laguerre

satisfaisant à l’équation (1) est la classe des polynômes de Legendre, lesquels sont

orthonormaux par rapport à la densité uniforme sur [−1, 1]. Ce sont eux que nous

utiliserons pour construire une décomposition chaotique.

Dans la deuxième section, on commence par unifier le formalisme du calcul

des variations stochastique sur les espaces de Wiener et de Poisson en définissant

dans chaque cas une injection aléatoire reliée au paramètre σ qui définit les polynômes

orthogonaux pour chaque mesure. Par cette méthode on définit un gradient D̃ et

on établit une formule d’intégration par parties pour la densité uniforme qui fait

intervenir l’intégrale stochastique par rapport à un processus de saut non poisson-

nien noté (Yt)t∈IR+ . Une formule de Clark pour la représentation des fonctionnelles

de (Yt)t∈IR+ en intégrales stochastiques est obtenue à l’aide du gradient D̃. Dans la

troisième section, on étudie les relations entre cette analyse et le calcul chaotique

sur l’espace de Fock obtenu avec les intégrales multiples par rapport au processus

compensé (Yt− t/2). Cette approche donne en particulier une deuxième formule de

Clark, qui fait intervenir l’opérateur d’annihilation sur cette décomposition chao-

tique, lequel est un opérateur de différence finie. Dans la quatrième section, on

définit une seconde décomposition chaotique des fonctionnelles de carré intégrable du

processus (Yt)t∈IR+ à l’aide des polynômes de Legendre. La composition L = δ̃D̃ du

gradient D̃ et de son adjoint δ̃ laisse stable cette décomposition, et permet de définir

une structure de Dirichlet qui admet un opérateur carré du champ. On obtiendra

ainsi un critère pour l’absolue continuité des fonctionnelles du processus (Yt)t∈IR+ .

Dans la dernière partie, on montre que cet opérateur L est aussi un opérateur de

Malliavin au sens de [18]. Il est alors possible d’adapter les démonstrations clas-

siques sur l’espace de Wiener pour obtenir des résultats portant sur la régularité des

densités des fonctionnelles de (Yt)t∈IR+ .
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2 Intégration par parties et intégration stochas-

tique

Nous commençons par unifier les définitions du gradient sur les espaces de Wiener

et de Poisson.

2.1 Cas de l’espace de Wiener

Soient (W,L2(IR+), µ) l’espace de Wiener classique, (hk)k∈IN une base hilbertienne

de L2(IR+), et notons (Bt)t≥0 le mouvement brownien sur (W,µ). Soit

F = f

(∫ ∞
0

h0(t)dBt, . . . ,

∫ ∞
0

hn(t)dBt

)
une fonctionnelle régulière sur l’espace de Wiener, où f est un polynôme. On peut

définir un gradient à temps discret par la suite des dérivées partielles de f :

DF =

(
∂kf

(∫ ∞
0

h0(t)dBt, . . . ,

∫ ∞
0

hn(t)dBt

))
k∈IN

.

Ce gradient permet d’exprimer des conditions pour la régularité des lois de fonction-

nelles du mouvement brownien, mais il n’est pas directement connecté à l’intégrale

stochastique. Posons H = l2(IN). Pour relier ce gradient à l’intégrale stochas-

tique d’Itô, on peut utiliser une injection de H dans L2(IR+) que nous noterons

i : H −→ L2(IR+), définie par

i(ek) = hk, k ∈ IN,

où (ek)k∈IN est la base canonique de H = l2(IN). La dérivée peut alors être définie

sur les fonctionnelles régulières par

D̂ = i ◦D.

Alors l’adjoint de D̂ est une extension de l’intégrale stochastique d’Itô, cf. [8].

Remarque. Dans le cas gaussien, les polynômes orthogonaux définis par la rela-

tion (1) sont les polynômes de Hermite avec ρ(x) = 1√
2π
exp(−x2/2) et σ = 1. On a

alors

‖ i(ek) ‖2
L2(IR+)= σ, k ≥ 0. (2)
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2.2 Cas de l’espace de Poisson

Soit (B, l2(IN), P ) l’espace de Poisson défini dans [16], où B est un espace de suites,

et P est une probabilité telle que les applications coordonnées (τk)k∈IN de B dans

IR soient des variables aléatoires indépendantes exponentiellement distribuées. De

même que sur l’espace de Wiener, un gradient peut être défini comme un processus

à temps discret par

DF = (∂kf(τ0, . . . τn))k∈IN,

où F = f(τ0, . . . , τn) est une fonctionnelle régulière, f étant un polynôme en n +

1 variables. Dans le but d’obtenir un opérateur dont l’adjoint étend l’intégrale

stochastique par rapport au processus de Poisson, on construit un processus à temps

continu à partir de ce gradient en définissant une injection aléatoire i : H → L2(IR+)

par

i(f)(t) = −f(Nt−) t ∈ IR+

(Nt)t≥0 étant le processus de Poisson sur (B,P ), défini parNt =
∑

k∈IN 1[τ0+···+τk,∞[(t).

Il est facile d’étendre i aux processus stochastiques à temps discret. On pose

D̃ = i ◦D.

Alors l’adjoint de D̃ coincide avec l’intégrale de Poisson compensée sur les processus

prévisibles de carré intégrable, et le calcul de Malliavin sur l’espace de Poisson peut

être développé à partir de cette définition, cf. [3], [5], [17].

Remarque. Dans le cas de la densité exponentielle, l’équation (1) définit les polynômes

de laguerre avec σ(x) = x, x ∈ IR, et

‖ i(ek) ‖2
L2(IR+)= σ(τk), k ≥ 0. (3)

2.3 Cas de la densité uniforme

Nous nous intéressons dans ce travail au cas où ρ est la densité de probabilité

uniforme sur [−1, 1]. Les polynômes orthogonaux associés sont les polynômes de

Legendre, et σ(x) = 1 − x2, cf. [12]. L’espace de probabilité que nous considérons

est

Ω =
∏
n∈IN

[−1, 1],

muni de la métrique d(x, y) = supk≥0 | xk − yk | /(k + 1) qui en fait un espace

séparable, de la tribu de Borel B associée, et de la probabilité P sur (Ω,B) définie
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par son expression sur les ensembles cylindriques:

P ({x ∈ Ω : (x0, . . . , xn) ∈ E}) =
1

2n+1
λn+1(E),

pour n ∈ IN et E Borélien de [−1, 1]n+1, où λn+1 est la mesure de Lebesgue sur

IRn+1.

Les applications coordonnées

θk : Ω −→ [−1, 1] k ∈ IN,

sont des variables aléatoires indépendantes et uniformément distribuées. Soit

P = {f(θ0, . . . , θn−1) : f ∈ IR[Xn], n ∈ IN} .

Alors P est dense dans Lp(Ω, P ), p ≥ 1, par le théorème de convergence des mar-

tingales, associé au fait que la fonction caractéristique

t −→
∫ 1

−1

exp(−itx)dx/2 =
sin(t)

t
t ∈ IR,

est analytique en t au voisinage de 0, cf. [9], p. 540. On a de plus:

Proposition 1 Soit U l’ensemble des processus u = (uk)k∈IN à temps discret tels

que uk = (1 − θ2
k)fk(θ0, . . . , θn), 0 ≤ k ≤ n, avec f0, . . . , fk ∈ C∞c (IRn+1) et uk = 0,

k > n, n ∈ IN. Cet ensemble est dense dans L2(Ω)⊗H.

Preuve. Comme P est dense dans L2(Ω), il suffit de montrer que l’ensemble{
(1− x2)xn : n ∈ IN

}
est total dans L2([−1, 1], dx). Supposons que pour tout n ∈ IN,∫ 1

−1

f(x)(1− x2)xndx = 0.

Ceci implique que f(x)(1− x2) = 0 dρ(x)-p.p., donc f = 0 dρ-p.p.

2

L’étape suivante consistera en la définition d’un gradient, composé avec une injection

aléatoire i : H → L2(IR+), en procédant comme sur l’espace de Wiener ou de Poisson.

Soit l’opérateur D : L2(Ω)→ L2(Ω)⊗H défini sur P par

DF = (∂kf(θ0, . . . θn))k∈IN,
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pour F = f(θ0, . . . θn), f polynôme, n ∈ IN. On a aussi l’expression

(DF (ω), h)H = lim
ε→0

F (ω + εh)− F (ω)

ε
ω ∈ Ω, h ∈ H.

Nous définissons également l’adjoint de D.

Définition 1 Soit δ : L2(Ω)⊗H −→ L2(Ω) l’opérateur défini sur U par

δ(u) = −
∑
k∈IN

Dkuk = −trace(Du), u ∈ U .

Proposition 2 Les opérateurs D et δ sont adjoints sur L2(Ω) et fermables.

Preuve. Il suffit de remarquer que par intégration par parties en dimension finie par

rapport à la densité uniforme,

E[(DF, u)H ] = E[Fδ(u)] F ∈ P , u ∈ U

car uk |θk=−1,1= 0, k ∈ IN. Si (Fn)n≥0 est une suite dans P qui converge vers

F ∈ L2(Ω) et telle que (DFn)n≥0 converge vers Φ dans L2(Ω)⊗H, alors

E [(Φ, u)H ] = lim
n→∞

E [(DFn, u)H ] = lim
n→∞

E [Fnδ(u)] = 0, u ∈ U .

Donc Φ = 0 P -p.p. car U est dense dans L2(Ω)⊗H, et D est fermable. Le domaine

de D est dense dans L2(Ω), donc δ est aussi fermable.

2

Le domaine de δ peut être précisé de la façon suivante.

Proposition 3 On a pour u ∈ U :

E
[
δ(u)2

]
≤ E

[
| Du |2H⊗H

]
.

Preuve. Si u ∈ U ,

E
[
δ(u)2

]
=

∞∑
k,l=0

E [DkukDlul] = −
∞∑

k,l=0

E [DlDkukul]

=
∞∑

k,l=0

E [DlukDkul] ≤ E

[
∞∑

k,l=0

(Dluk)
2

]

par intégration par parties par rapport à θl puis θk, et du fait que uk |θk=−1,1= 0 et

Dluk |θk=−1,1= 0, k 6= l.
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2

Comme dans les cas gaussien et poissonnien, c’est à l’aide d’une injection aléatoire de

H dans L2(IR+) que l’on va relier le gradient D à une notion d’intégrale stochastique.

Définition 2 On définit une injection aléatoire i : H −→ L2(IR+) linéaire par

i(ek)(t) = −
(
(1− θk)1]2k,2k+1+θk](t)− (1 + θk)1]2k+1+θk,2k+2](t)

)
t ∈ IR+, k ∈ IN.

Cet opérateur s’étend aisément aux processus à temps discret sur (Ω, P ).

Remarque. Pour l’injection définie ci-dessus, on a

‖ i(ek) ‖2
L2(IR+,dx/2)= σ(θk), k ∈ IN. (4)

Cette relation est à rapprocher des relations (2) et (3).

Définition 3 On définit un opérateur non borné D̃ : L2(Ω) −→ L2(Ω) ⊗ L2(IR+)

par

D̃F = i ◦DF, F ∈ P .

Nous définissons maintenant un processus de saut en posant

Yt =
∑
k≥0

1[2k+1+θk,∞[(t) t ∈ IR+.

Ce processus n’est pas un processus de Poisson, quelle que soit l’intensité choisie.

Soit (Ft)t≥0 la filtration engendrée par (Yt)t∈IR+ . Nous allons montrer que l’adjoint du

gradient D̃ coincide avec l’intégrale stochastique compensée par rapport à (Yt)t∈IR+

sur les processus adaptés par rapport à la filtration (F̃t) définie ci-dessous. Posons

F̃t = F2k 2k ≤ t < 2k + 2, k ∈ IN.

Si u est un processus (F̃t)-adapté, u2k+s dépend seulement de θ0, . . . , θk−1, pour

k ∈ IN et 0 ≤ s < 2. Le compensateur de (Yt)t∈IR+ est donné par

ν(dt) =
∑
k≥0

2

2k + 2− t
1[2k,2k+1+θk[(t)dt, (5)

cf. [11], et le processus (Yt− t/2)t≥0 n’est pas une martingale. C’est cependant dt/2

que l’on utilisera au lieu de ν(dt) pour compenser dYt. Ce choix se justifie par la

proposition suivante et par le fait que l’adjoint de D̃ sera une extension de l’intégrale

stochastique par rapport à (Yt − t/2)t∈IR+ .

Soit V l’ensemble dense dans L2(Ω)⊗ L2(IR+) des processus à temps continu v tels

que v(t) = f(t, θ0, . . . , θn), t ∈ IR+, avec f ∈ C∞c (IRn+2). On note [t] la partie entière

de t ∈ IR+.
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Proposition 4 On a si u, v ∈ V sont (F̃t)-adaptés:

E

[∫ ∞
0

u(s)d(Ys − s/2)

∫ ∞
0

v(s)d(Ys − s/2)

]
= E

[∫ ∞
0

(
u(s)−

∑
k≥0

1]2k,2k+2](s)

∫ 2k+2

2k

u(r)dr/2

)
v(s)ds/2

]

et

E

[(∫ ∞
0

u(s)d(Ys − s/2)

)2
]
≤ E

[∫ ∞
0

u(s)2ds/2

]
.

On peut ainsi étendre l’intégrale compensée par rapport à (Yt)t∈IR+ à tout processus v

(F̃t)-adapté de carré intégrable et dans ce cas,
(∫ 2[t/2]

0
v(s)d(Ys − s/2)

)
t∈IR+

est une

(F̃t)-martingale.

Preuve. On a pour v ∈ V :

E

[∫ ∞
0

v(s)d(Ys − s/2)

]
= E

[∑
k≥0

E

[
v(2k + 1 + θk)−

∫ 2k+2

2k

v(s)ds/2 | F2k

]]
= 0.

Donc pour t ≥ 2k,

E

[∫ t

0

v(s)d(Ys − s/2) | F2k

]
= E

[∫ 2k

0

v(s)d(Ys − s/2) | F2k

]
+ E

[∫ t

2k

v(s)d(Ys − s/2) | F2k

]
=

∫ 2k

0

v(s)d(Ys − s/2).

D’autre part, écrivant v =
∑

k≥0 vk(·, θ0, . . . , θk−1) avec Support(vk) ∈ [2k, 2k + 2],

k ∈ IN, on obtient, puisque la décomposition∫ ∞
0

v(s)d(Ys − s/2) =
∑
k≥0

(
v(2k + 1 + θk)−

∫ 2k+2

2k

v(s)ds/2

)
est orthogonale dans L2(Ω):

E

[(∫ ∞
0

v(s)d(Ys − s/2)

)2
]

= E

[
∞∑
k=0

vk(2k + 1 + θk)
2 +

(∫ 2k+2

2k

vk(s)ds/2

)2
]

−E

[
2
∑
k≥0

vk(2k + 1 + θk)

∫ 2k+2

2k

vk(s)ds/2

]

= E

[
∞∑
k=0

∫ 2k+2

2k

v2
k(s)ds/2−

∞∑
k=0

(∫ 2k+2

2k

vk(s)ds/2

)2
]
.
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Donc

E

[(∫ ∞
0

u(s)d(Ys − s/2)

)2
]
≤ E

[∫ ∞
0

u(s)2ds/2

]
.

Par polarisation de l’égalité ci-dessus, on a

E

[∫ ∞
0

u(s)d(Ys − s/2)

∫ ∞
0

v(s)d(Ys − s/2)

]
= E

[∫ ∞
0

u(s)v(s)ds/2

]
− E

[
∞∑
k=0

∫ 2k+2

2k

uk(s)ds/2

∫ 2k+2

2k

vk(s)ds/2

]
.

2

Définition 4 Soit j : L2(Ω)⊗ L2(IR+)→ L2(Ω)⊗H l’adjoint de i : L2(Ω)⊗H →
L2(Ω)⊗ L2(IR+), défini par

(i(u), v)L2(IR+,dx/2) = (u, j(v))H u ∈ U , v ∈ V , P − p.p.

On définit un opérateur non borné δ̃ : L2(Ω)⊗ L2(IR+) −→ L2(Ω) par

δ̃(v) = δ ◦ j(v) v ∈ V .

On a plus explicitement:

jk(v) = −1

2

(
(1− θk)

∫ 2k+1+θk

2k

v(s)ds− (1 + θk)

∫ 2k+2

2k+1+θk

v(s)ds

)
v ∈ V , k ∈ IN.

Proposition 5 Les opérateurs D̃ et δ̃ sont fermables et adjoints. On a de plus:

δ̃(v) =

∫ ∞
0

v(s)d(Ys − s/2)−
∫ ∞

0

D̃sv(s)ds/2 v ∈ V .

On notera ID2,1 le domaine de l’extension fermée de D̃.

Preuve. Pour v ∈ V , on a j(v) ∈ Dom(δ) par un calcul identique à celui de la

proposition 2, et

δ̃(v) = −trace(Dj(v)) = −
∑
k≥0

Dkjk(v)

=
1

2

∑
k≥0

Dk

(
(1− θk)

∫ 2k+1+θk

2k

v(s)ds

)
−Dk

(
(1 + θk)

∫ 2k+2

2k+1+θk

v(s)ds

)

=
∑
k≥0

v(2k + 1 + θk)−
∫ 2k+2

2k

v(s)ds/2−
∫ 2k+2

2k

D̃sv(s)ds/2

=

∫ ∞
0

v(s)d(Ys − s/2)−
∫ ∞

0

D̃sv(s)ds/2, v ∈ V .
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Par ailleurs,

E
[
(D̃F, v)L2(IR+,dx/2)

]
= E

[
F δ̃(v)

]
v ∈ V , F ∈ P ,

du fait que D, δ, resp. i, j sont adjoints. Par conséquent, de même que pour la

proposition 2, D̃ et δ̃ sont fermables, P et V étant denses.

2

Remarque. La formule d’intégration par parties ci-dessus peut être obtenue par une

transformation de Girsanov. Soit F ∈ P , et considérons la perturbation U : Ω −→ H

de IΩ définie par U = j(u) où u ∈ V . Pour ε > 0 suffisament petit, IΩ + εU est un

difféomorphisme de Ω, et

E [F ◦ (IΩ + εU)det(IH + εDU)] = E [F ] .

On a donc

E

[(
D̃F, u

)
L2(IR+)

]
= E [(DF, j(u))H ] =

d

dε
E [F ◦ (IΩ + εU)] |ε=0

= −E
[
F
d

dε
det(IH + εDU) |ε=0

]
= −E [Ftrace(Dj(u))]

= E[Fδ ◦ j(u)] = E[F δ̃(u)].

2

Corollaire 1 Si v ∈ L2(Ω) ⊗ L2(IR+) est (F̃t)-adapté, alors v ∈ Dom(δ̃) et δ̃(v)

coincide avec l’intégrale compensée de v par rapport à (Yt)t∈IR+:

δ̃(v) =

∫ ∞
0

v(s)d(Ys − s/2).

Pour terminer cette section, nous montrons que les fonctionnelles de (Yt)t∈IR+ admet-

tent une représentation en intégrale stochastique par une formule de Clark, cf. [6].

L’intégrande est donnée par la projection du gradient D̃ suivant la filtration (F̃t)t∈IR+ .

Théorème 1 Soit F ∈ ID2,1. On a

F = E [F ] +

∫ ∞
0

E
[
D̃tF | F̃t

]
d(Yt − t/2). (6)

11



Preuve. Soit F ∈ P avec F = f(θ0, . . . , θn). On a

E
[
D̃tF | F̃t

]
= −E

[
k=n∑
k=0

(
(1− θk)1]2k,2k+1+θk](t)− (1 + θk)1]2k+1+θk,2k+2](t)

)
∂kf(θ0, . . . , θn) | F̃t

]

=
k=n∑
k=0

1]2k,2k+2](t)

(
E

[∫ t−2k−1

−1

(1 + y)∂kf(θ0, . . . , θk−1, y, θk+1, . . . , θn)dy/2 | F2k+2

]
− E

[∫ 1

t−2k−1

(1− x)∂kf(θ0, . . . , θk−1, x, θk+1, . . . , θn)dx/2 | F2k+2

])
= −

k=n∑
k=0

1]2k,2k+2](t)

(
E

[∫ 1

t−2k−1

f(θ0, . . . , θk−1, x, θk+1, . . . , θn)dx/2 | F2k+2

]
−1

2
E [(2k + 2− t)f(θ0, . . . , θk−1, t− 2k − 1, θk+1, . . . , θn) | F2k+2]

−1

2
E [(t− 2k)f(θ0, . . . , θk−1, t− 2k − 1, θk+1, . . . , θn) | F2k+2]

+E

[∫ t−2k−1

−1

f(θ0, . . . , θk−1, y, θk+1, . . . , θn)dy/2 | F2k+2

])
=

k=n∑
k=0

1]2k,2k+2](t)(E [f(θ0, . . . , θk−1, t− 2k − 1, θk+1, . . . , θn) | F2k+2]

−E [F | F2k]).

Donc ∫ ∞
0

E[D̃tF | F̃t]d(Yt − t/2)

=
k=n∑
k=0

E[f(θ0, . . . , θn) | F2k+2]− E[f(θ0, . . . , θn) | F2k]

= F − E[F ],

Cette relation est étendue par continuité, cf. Proposition 4, à tout élément de ID2,1.

2

Ce résultat sera étendu à tout F ∈ L2(Ω), cf. théorème 2.

3 Calcul chaotique

Le but de cette section est d’étudier le calcul chaotique sur la décomposition obtenue

par itérations de l’intégrale compensée par rapport à (Yt)t∈IR+ , en définissant un

12



gradient par différences finies. On note (Ỹt)t∈IR+ le processus compensé Ỹt = Yt−t/2.
Soit

∆n =
{

(t1, . . . , tn) ∈ IRn
+ : ∃ k1 < · · · < kn tels que ti ∈ [2ki, 2ki + 2[, 1 ≤ i ≤ n

}
.

Notons L̂2(∆n) l’ensemble des fonctions de carré intégrable qui sont les symétrisées

en n variables de fonctions à support dans ∆n, n ≥ 1, et telles que
∫ 2k+2

2k
fn(∗, t)dt =

0 p.p., k ∈ IN, n ≥ 1. Soit L2(IR+)◦n le produit tensoriel symétrique complété de n

copies de L2(IR+). On munit L̂2(∆n) de la norme

‖ f ‖2
L̂2(∆n)

= n! ‖ f ‖2
L2(IR+,dx/2)◦n .

On définit pour fn ∈ L̂2(∆n) continue à support compact dans ∆n l’intégrale de

Stieltjes itérée:

Ĩn(fn) = n!

∫ ∞
0

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

fn(t1, . . . , tn)dỸt1 · · · dỸtn .

=
∑

k1 6=···6=kn

f(2k1 + 1 + θk1 , . . . , 2kn + 1 + θkn).

Comme précédemment, c’est dt/2 au lieu de ν(dt), cf. (5), qui est utilisé pour com-

penser (Yt)t∈IR+ . Si fn ∈ L2(∆n), on pose Ĩn(fn) = Ĩn(f̂n), où f̂n est la symétrisée

de fn en n variables.

Proposition 6 L’application Ĩn peut être étendue à L̂2(∆n) comme une application

linéaire continue avec

E
[
Ĩn(fn)Ĩn(gn)

]
= n! (fn, gn)L2(IR+,dx/2)◦n , n ≥ 1. (7)

On a de plus

(Ĩn(fn), Ĩm(gm))L2(Ω) = 0 n 6= m, fn ∈ L̂2(∆n), gm ∈ L̂2(∆m). (8)

Preuve. D’après la proposition 4, on a pour f, g ∈ L2(∆1):(
Ĩ1(f), Ĩ1(g)

)
L2(Ω)

= (f, g)L2(IR+,dx/2) .

Supposons maintenant le résultat vrai à l’ordre n− 1, n ≥ 1. On a(
Ĩn−1(fn(∗, t)), Ĩn−1(gn(∗, t))

)
L2(Ω)

= (n− 1)! (fn(∗, t), gn(∗, t))L2(IR+,dx/2)◦n−1 ,

13



dt-p.p. Donc

E
[
Ĩn(fn)Ĩn(gn)

]
= n2E

[∫ ∞
0

Ĩn−1(1∆n(∗,t)fn(∗, t))dỸt
∫ ∞

0

Ĩn−1(1∆n(∗,t)gn(∗, t))dỸt
]

= n2E

[∫ ∞
0

Ĩn−1(1∆n(∗,t)fn(∗, t))Ĩn−1(1∆n(∗,t)gn(∗, t))dt/2
]

= n!n

∫ ∞
0

∫ t

0

· · ·
∫ t

0

fn(t1, . . . , tn−1, t)gn(t1, . . . , tn−1, t)dt1 · · · dtn−1dt/2
n

= n! (fn, gn)L2(IR+,dx/2)◦n

d’après la proposition 4, car (Ĩn−1(1∆n(∗,t)fn(∗, t)))t∈IR+ est un processus (F̃t) adapté

de carré intégrable. Pour montrer la relation (8), supposons n < m. Soient

k1, . . . , kd, l1, . . . , lp ∈ IN et u1, . . . , ud, v1, . . . , vp ∈ L2(IR+) tels que Support(ui) ⊂
[2ki, 2ki + 2[, i = 1, . . . , d, Support(vj) ⊂ [2lj, 2lj + 2[, j = 1, . . . , p. On remarque

que v1 ◦ · · · ◦ vp ∈ L̂2(∆m) entraine l1 6= · · · 6= lp et p = m. Donc(
Ĩn(uk1 ◦ · · · ◦ ukd

), Ĩm(vl1 ◦ · · · ◦ vlp)
)
L2(Ω)

= 0

par indépendence. Par combinaisons linéaires, on aboutit au résultat cherché.

2

Nous obtenons ainsi une décomposition chaotique de L2(Ω).

Proposition 7 Tout élément F ∈ L2(Ω) admet la décomposition orthogonale

F =
∑
n≥0

Ĩn(fn), fn ∈ L̂2(∆n),

avec les conventions L̂2(∆0) = IR et Ĩ0 = IIR. De plus,

E[F 2] =
∑
n≥0

n! ‖ fn ‖2
L2(IR+,dx/2)◦n .

Preuve. Soit F ∈ P . Par le théorème 1, on a

F = E[F ] +

∫ ∞
0

E
[
D̃tF | F̃t

]
dỸt.

Par itérations, on obtient la décomposition cherchée qui est dans ce cas une somme

finie, avec

fn(t1, . . . , tn) = E
[
D̃t1E

[
D̃t2 · · ·E

[
D̃tn | F̃tn

]
· · · F̃t2

]]
,
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(t1, . . . , tn) ∈ ∆n. On a
∫ 2k+2

2k
fn(∗, t)dt = 0, k ∈ IN, par la preuve du théorème 1,

donc ‖ Ĩn(fn) ‖2
L2(Ω)= n! ‖ fn ‖2

L2(IR+,dx/2)◦n par la proposition 6. Par densité de P
et orthogonalité des intégrales multiples par rapport à (Ỹt), le résultat est étendu à

F ∈ L2(Ω).

2

L’espace L2(Ω) est donc isomorphe au sous-espace
⊕∞

n=0 L̂
2(∆n) de l’espace de Fock⊕∞

n=0 H̃
�n, où H̃�n = L2(IR+)◦n est muni de la norme

‖ f ‖2
H̃�n= n! ‖ f ‖2

L2(IR+,dx/2)◦n .

On pose C̃n =
{
Ĩn(fn) : fn ∈ L̂2(∆n)

}
, n ∈ IN. La décomposition chaotique⊕

n≥0 C̃n introduite ci-dessus permet de s’intéresser aux opérateurs de création et

d’annihilation définis comme suit:

Définition 5 On définit les opérateurs linéaires ∇ : L2(Ω) −→ L2(Ω)⊗L2(IR+, dx/2)

et ∇∗ : L2(Ω)⊗ L2(IR+, dx/2) −→ L2(Ω) par

∇Ĩn(fn) = nĨn−1(fn),

∇∗(Ĩn(gn+1)) = Ĩn+1(ĝn+1), n ≥ 0,

si fn ∈ L̂2(∆n), et si gn+1 ∈ L̂2(∆n) ⊗ L2(IR+) est telle que ĝn+1 ∈ L̂2(∆n+1), où

ĝn+1 désigne la symétrisée en n+ 1 variables de gn+1, n ≥ 0.

On remarque que la composition∇∗∇ donne l’opérateur de nombre sur la décomposition

chaotique
⊕

n≥0 C̃n:

∇∗∇Ĩn(fn) = nĨn(fn), fn ∈ L̂2(∆n).

De plus, ces opérateurs sont des restrictions des opérateurs de création et d’annihilation

sur l’espace de Fock
⊕∞

n=0 H̃
�n. On a donc d’après [15]:

Proposition 8 Les opérateurs ∇ et ∇∗ sont adjoints et fermables et

E
[
‖ ∇F ‖2

L2(IR+,dx/2)

]
=
∑
n≥0

nn! ‖ fn ‖2
L2(IR+,dx/2)◦n ,

où F ∈ Dom(∇) avec F =
∑

n≥0 Ĩn(fn).

On a également, par le théorème 4.1. de [15]:
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Proposition 9 Soit

L2 =
{
u ∈ L2(Ω)⊗ L2(IR+) : ut ∈ Dom(∇), dt− p.p., et ∇u ∈ L2(IR2

+)⊗ L2(Ω)
}
.

Pour u, v ∈ L2, on a

(∇∗u,∇∗v)L2(Ω) = (u, v)L2(Ω)⊗L2(IR+) +

∫
IR2

+

(∇sut,∇tus)L2(Ω) dsdt.

L’opérateur ∇ peut être exprimé comme opérateur de différence finie. On définit

l’application Ψt : Ω −→ Ω par

Ψt(ω) = (θ0, . . . , θk−1, t− 2k − 1, θk+1, . . .) , si 2k ≤ t < 2k + 2, k ∈ IN.

Proposition 10 Pour F ∈ Dom(∇), on a l’expression suivante de ∇ comme

opérateur de différence finie:

∇tF = F ◦Ψt −
∫ 2[t/2]+2

2[t/2]

F ◦Ψsds/2, dt⊗ dP − p.p.,

donc

E[∇tF | F̃t] = E[D̃tF | F̃t] dt⊗ P p.p., F ∈ P .

Preuve. On vérifie la première égalité pour les variables aléatoires de la forme

F = Ĩn(v1 ◦ · · · ◦ vn), n ≥ 0. La deuxième égalité provient de l’expression de

E[D̃tF | F̃t] donnée dans la preuve du théorème 1.

2

Cette dernière égalité est aussi une conséquence du fait que, de même que sur l’espace

de Poisson, cf. [16], les adjoints ∇∗ et δ̃ de ∇ et D̃ coincident sur les processus (F̃t)-
adaptés:

E
[
(∇F, u)L2(IR+,dx/2)

]
= E [F∇∗(u)] = E

[
F δ̃(u)

]
= E

[
(D̃F, u)L2(IR+,dx/2)

]
,

si u est (F̃t)-adapté et de carré intégrable.

Lemme 1 Si fn+1 ∈ L̂2(∆n)⊗ L2(IR+), alors

E
[
Ĩn(fn+1(∗, t)) | F̃t

]
= Ĩn

(
fn+1(∗, t)1[0,2[t/2][n(∗)

)
dt⊗ P − p.p., (9)

et pour F ∈ Dom(∇):

∇sE
[
F | F̃t

]
= 1{s<2[t/2]}E

[
∇sF | F̃t

]
ds⊗ P − p.p., t ∈ IR+. (10)
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Preuve. Il suffit de remarquer que pour que (Ĩ(fn+1(∗, t)))t∈IR+ soit (F̃t)-adapté, il

est nécessaire et suffisant que fn+1(t1, . . . , tn, t) = 0 si il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que

ti > 2[t/2]. Par ailleurs,

E
[
Ĩm(gm)Ĩn

(
fn+1(∗, t)1[0,2[t/2][ − fn+1(∗, t)

)]
= 0

pour tout gm ∈ L̂2(∆m) à support dans [0, 2[t/2][m, d’après la proposition 6. On en

déduit (10).

2

On a donc le résultat suivant qui montre que ∇∗, de même que δ̃, est une extension

de l’intégrale stochastique sur les processus (F̃t)-adaptés.

Proposition 11 Si v ∈ L2(Ω)⊗ L2(IR+) est (F̃t)-adapté, alors v ∈ Dom(∇∗) et

∇∗(v) =

∫ ∞
0

v(s)dỸs.

Preuve. Soit la décomposition v =
∑

n≥0 Ĩn(vn+1) avec vn+1 ∈ L̂2(∆n)⊗L2(IR+), n ∈
IN. D’après la définition de Ĩn, le résultat est vérifié pour le processus (Ĩn(vn+1(∗, t)))t∈IR+

qui est aussi (F̃t)-adapté, car pour tout gn ∈ L̂2(∆n) à support dans [2[t/2],∞[n, on

a dt-p.p.:

n!(vn+1(∗, t), gn)L2(IR+,dx/2)◦n

= E
[
Ĩn(vn+1(∗, t))Ĩn(gn)

]
= E

[
v(t)Ĩn(gn)

]
= E

[
E
[
v(t)Ĩn(gn) | F̃t

]]
= E

[
v(t)E

[
Ĩn(gn) | F̃t

]]
= 0.

Le résultat est donc également vérifié pour v par linéarité et convergence dans L2(Ω),

cf. Prop. 4.

2

Nous allons montrer que la formule de Clark, cf. théorème 1, peut également s’écrire

à l’aide de l’opérateur ∇.

Lemme 2 Les projections sur (F̃t) de ∇ et D̃ peuvent être étendues comme des

opérateurs continus de L2(Ω) dans L2(Ω)⊗ L2(IR+, dx/2).
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Preuve. Ce résultat est valable en général sur l’espace de Fock. Si F =
∑∞

n=0 Ĩn(fn) ∈
Dom(∇) et u =

∑∞
n=0 Ĩn(un+1) avec un+1 ∈ L̂2(∆n)⊗ L2(IR+), n ∈ IN, on a:

| (E
[
∇·F | F̃·

]
, u)L2(Ω)⊗L2(IR+,dx/2) |

≤
∞∑
n=0

(n+ 1)! |
∫ ∞

0

(fn+1(∗, t)1{∗<2[t/2]}, un+1(∗, t))L2(IR+,dx/2)◦n)dt/2 |

≤
∞∑
n=0

n! ‖ fn+1 ‖L2(IR+,dx/2)◦n+1‖ un+1 ‖L2(IR+,dx/2)◦n+1

√
n+ 1

≤

(
∞∑
n=0

n! ‖ fn ‖2
L2(IR+,dx/2)◦n

)1/2( ∞∑
n=0

n! ‖ un+1 ‖2
L2(IR+.dx/2)◦n+1

)1/2

≤ ‖ F ‖L2(Ω)‖ u ‖L2(Ω)⊗L2(IR+,dx/2) .

Le même résultat pour D̃ est évident d’après la proposition 10.

2

Théorème 2 On a pour F ∈ L2(Ω)

F = E[F ] +

∫ ∞
0

E
[
∇tF | F̃t

]
dỸt = E[F ] +

∫ ∞
0

E
[
D̃tF | F̃t

]
dỸt. (11)

Preuve. Il suffit d’appliquer le théorème 6, le lemme ci-dessus et la proposition 10.

2

On obtient également, cf. [19] pour le cas de l’espace de Wiener:

Proposition 12 Si F ∈
⋂
n≥1Dom(∇n), alors F =

∑
n≥0 Ĩn (E [∇nF ]) .

Preuve. Le résultat s’obtient par itérations de la proposition précédente, en appli-

quant la relation (10).

2

4 Forme de Dirichlet associée et absolue conti-

nuité

Nous commençons par définir une seconde décomposition chaotique de L2(Ω) en

utilisant cette fois les polynômes de Legendre au lieu des intégrales stochastiques
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itérées par rapport à (Ỹt). Posons H = l2(IN). Soient Pn, n ≥ 0, les polynômes de

Legendre, qui sont définis par l’équation (1) avec σ(x) = 1− x2 et τ(x) = −2x:

(1− x2)P ′′n (x)− 2xP ′n(x) + n(n+ 1)Pn(x) = 0 n ≥ 0, (12)

soit ∂∗σ∂Pn = −n(n + 1)Pn où ∂∗ est adjoint de ∂ pour la densité uniforme sur

[−1, 1], et qui satisfont à la propriété d’orthogonalité∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)dx/2 = (2n+ 1)1{n=m} n,m ∈ IN.

On a explicitement, cf. [12]:

Pn(x) =

m=[n/2]∑
m=0

(−1)m
1

2m
Cn
mC

n
2n−2mx

n−2m, x ∈ [−1, 1],

avec Ck
n = n/(k!(n − k)!), 0 ≤ k ≤ n. Soit H◦n le produit tensoriel symétrique

complété de n copies de H.

Définition 6 On définit pour n ≥ 1 une application linéaire In : H◦n −→ L2(Ω)

par

In(e◦n1
k1
◦ · · · ◦ e◦nd

kd
) = (2n1 + 1)−1/2 · · · (2nd + 1)−1/2Pn1(θk1) · · ·Pnd

(θkd
),

avec n1 + · · ·+ nd = n et k1 6= · · · 6= kd.

Proposition 13 L’application In s’étend en une application linéaire continue de

H◦n dans L2(Ω), avec

E[In(fn)2] ≤‖ fn ‖H◦n fn ∈ H◦n,

et E[In(fn)Im(gm)] = 0 pour n 6= m, gm ∈ H◦m.

Preuve. Montrons que

(In(fn), In(gn))L2(Ω) = (n!)−1(fn, gn)l2(En) + (fn, gn)l2(Fn)

pour fn, gn ∈ H◦n à supports finis, où En = {(k1, . . . , kn) : ∃ i 6= j avec ki = kj} et

Fn = INn\En. Par polarisation, il suffit de montrer cette relation pour fn = gn = f ◦n

où f a un support fini. On a

(n!)−1(f ◦n, f ◦n)l2(En) + (f ◦n, f ◦n)l2(Fn)
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=
∑

k1 6= · · · 6= kd
n1 + · · ·+ nd = n

(fk1)
2n1 · · · (fkd

)2nd

= E

( ∑
k1,...,kd

(fk1)
n1 · · · (fkd

)ndIn(e◦n1
k1
· · · e◦nd

kd
)

)2


= E[In(f ◦n)2].

Il est clair que E[In(fn)Im(gm)] = 0 pour n 6= m car {Pn(θk) : k, n ∈ IN} est orthog-

onal dans L2(Ω).

2

Nous passons maintenant à la définition d’une forme de Dirichlet sur (Ω, P ). On

pose L = δ̃D̃.

Définition 7 On définit une forme bilinéaire symétrique sur P × P par

ε(F,G) = −1

2
E[FLG] = −1

2
E
[
(D̃F, D̃G)L2(IR+)

]
F,G ∈ P .

On remarque que ε est fermable, de domaine ID2,1×ID2,1, avec 1 ∈ ID2,1 et ε(1, 1) = 0.

Proposition 14 Le quintuplet (Ω,F , P, ID2,1, ε) est une structure de Dirichlet locale

qui admet un opérateur carré du champ Γ : ID2,1 × ID2,1 −→ L1(Ω, P ) tel que

Γ(F,G) = −1

2
(L(FG)− FLG−GLF ) F,G ∈ P .

Preuve. Pour f, g ∈ IR[X], posons

e(f, g) = −1

2

∫ 1

−1

(1− x2)f ′(x)g′(x)dx/2.

D’après ce qui précède, e : IR[X] × IR[X] → IR est une forme bilinéaire symétrique

et fermable. Soit d le domaine de sa fermeture, et posons A = −∂xσ(x)∂x, qui est

un opérateur autoadjoint sur L2([−1, 1], dx/2), tel que

L[u(θk)] = δ ◦ j ◦ i ◦Du(θk) = −Dk(ek, j ◦ i ◦Du(θk))l2(IN) (13)

= −Dk(i(ek), i(Du(θk)))l2(IN) (14)

= −Dk(σ(θk)Dku(θk)) = [A(u)](θk), k ≥ 0, u ∈ IR[X], (15)

cf. (4). On a pour u ∈ C1(IR), avec 0 ≤ u′ ≤ 1:

2e(f, u(f)) = −
∫ 1

−1

f(x)Au(f)(x)dx/2 = −
∫ 1

−1

(1− x2)u′(f)(x)f ′(x)2dx/2 ≤ 0.
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Ceci entraine que e(f, (f − 1)+) ≤ 0 pour f ∈ d, par fermabilité. Donc −A est un

opérateur de Dirichlet, e est une forme de Dirichlet, et ([−1, 1],B([−1, 1]), dx/2,d, e)

est une structure de Dirichlet. On a IR[X] ⊂ Dom(A), IR[X] est dense dans d, et

f 2 ∈ Dom(A) ∀f ∈ IR[X]. Donc d’après [3], Corollaire I.4.2.3., e admet un opérateur

carré du champ γ : d× d −→ L1([−1, 1], dx) donné par

γ(f, g) = −1

2
(A(fg)− fAg − gAf) f, g ∈ IR[X].

On montre que e est locale en remarquant que pour f, g ∈ P tels que

Support(f)
⋂

Support(g) = ∅,

e(f, g) = 0, cf. [3]. La conclusion s’obtient par produit infini de structures de

Dirichlet, en utilisant le théorème V.2.2.1 de [3]. On note Γ : ID2,1 × ID2,1 −→
L1(Ω, P ) l’opérateur carré du champ et ε la forme de Dirichlet ainsi obtenus.

2

Les deux résultats suivants sont classiques dans le calcul anticipatif sur les espaces

de Wiener ou de Poisson, cf. [5], [14], [16].

Proposition 15 Si F ∈ ID2,1 et v ∈ Dom(δ̃) sont tels que F δ̃(v)−
∫∞

0
v(s)D̃sFds ∈

L2(Ω, P ), alors Fv ∈ Dom(δ̃), et

δ̃(Fv) = F δ̃(v)−
∫ ∞

0

v(s)D̃sFds.

Preuve. Identique à celle du résultat analogue sur les espaces de Wiener et de

Poisson, qui fait intervenir le fait que D̃ est une dérivation, cf. [5], [13], [16].

2

Proposition 16 On a pour F1, . . . , Fn ∈ P et f ∈ IR[Xn]:

Lf(F1, . . . , Fn) =
i=n∑
i=1

∂if(F1, . . . , Fn)LFi −
n∑

k,l=1

Γ(Fk, Fl)∂k∂lf(F1, . . . , Fn).

De plus, (Ω,F , P, ID2,1, ε) admet D̃ comme gradient, c.à.d.

Γ(F, F ) =‖ D̃F ‖L2(IR+) P − p.p., F ∈ Dom(D̃).
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Preuve. On a

LF = δ̃(
i=n∑
i=1

∂if(F1, . . . , Fn)D̃Fi)

=
i=n∑
i=1

∂if(F1, . . . , Fn)δ̃D̃Fi − (D̃Fi, D̃∂if(F1, . . . , Fn))L2(IR+)

=
i=n∑
i=1

∂if(F1, . . . Fn)LFi −
n∑

k,l=1

∂k∂lf(F1, . . . , Fn)(D̃Fk, D̃Fl)L2(IR+) F ∈ P .

Montrons que Γ(F,G) = (D̃F, D̃G)L2(IR+). Par bilinéarité, il suffit de montrer ce qui

suit.

L(F 2)− 2FLF

= −
n∑

k,l=1

(2∂kf∂lf + 2f∂k∂lf)(D̃Fl, D̃Fk)L2(IR+) +
i=n∑
i=1

2f∂if(F1, . . . , Fn)Lθi

−2
n∑
i=1

f∂ifLθi + 2
n∑

k,l=1

f∂k∂lf(D̃θk, D̃θl)L2(IR+)

= −2
n∑

k,l=1

(D̃θl, D̃θk)L2(IR+)∂kf∂lf

= −2(D̃F, D̃F )L2(IR+).

2

Proposition 17 on définit le chaos d’ordre n par

Cn = {In(fn) : fn ∈ H◦n} .

On a la décomposition

L2(Ω, P ) =
⊕
n≥0

Cn,

et le chaos d’ordre n est stable par L: LCn ⊂ Cn.

Preuve. La première relation est obtenue par densité de P et orthogonalité des chaos

Cn, n ≥ 1. La stabilité par L de la décomposition chaotique vient de ce que par la

proposition 16,

LIn(e◦n1
k1
· · · e◦nd

kd
) =

l=n∑
l=1

∏
i 6=l

Ini
(e◦ki)LInl

(e◦kl)
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pour k1 6= · · · 6= kd, n1 + · · ·+ nd = n, et d’après (15),

LPn(θk) = −∂x (σ(x)∂xPn(x)) |x=θk
= n(n+ 1)Pn(θk), k ∈ IN,

à cause de l’équation différentielle (12) satisfaite par les polynômes de Legendre, cf.

aussi l’équation (4).

2

En utilisant le théorème I.7.1.1. de [3], on obtient la condition suivante pour que les

fonctionnelles de (Yt)t∈IR+ aient une densité.

Théorème 3 Soit F ∈ ID2,1 tel que (D̃F, D̃F )L2(IR+) > 0 P-p.p. Alors F a une

densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur IR.

5 Régularité des densités

Nous allons montrer dans cette section que les résultats du calcul de Malliavin

concernant la régularité C∞ des densités peuvent être obtenus pour les fonctionnelles

sur (Ω, P ) en utilisant les outils précédemment définis. D’après [3], Proposition

I.3.2.1., (Pt)t∈IR+ = (exp(−tL))t∈IR+ est un semi-groupe symétrique sous-markovien

car ε est une forme de Dirichlet, donc (cf. [3], Proposition I.2.2.1.) il peut être étendu

en un semi-groupe de contractions de L1(Ω, P ), noté (P
(1)
t )t∈IR+ , et le générateur de

(P
(1)
t )t∈IR+ , appelé L(1), est la plus petite extension fermée de la restriction de L à{

F ∈ Dom(L)
⋂

L1(Ω, P ) : LF ∈ L1(Ω, P )
}
.

Nous pouvons aussi étendre la formule donnant l’opérateur carré du champ Γ de la

façon suivante:

Proposition 18 L’opérateur Γ est continu pour la norme du graphe de L, avec

Γ(F,G) = −1

2
(L(1)(FG)− FLG−GLF ) F,G ∈ Dom(L).

Preuve. cf. [1]. On a pour F,G ∈ P :

E[| Γ(F, F )− Γ(G,G) |]

≤ E
[
(
√

Γ(F, F )−
√

Γ(G,G))(
√

Γ(F, F ) +
√

Γ(G,G))
]

≤ E
[√

Γ(F −G,F −G)(
√

Γ(F, F ) +
√

Γ(G,G))
]

≤ E
[√

Γ(F −G,F −G)
]1/2

× 2 max(E [Γ(F, F )]1/2 , E [Γ(G,G)]1/2)

≤ ‖ F −G ‖L2(Ω,P )‖ L(F −G) ‖L2(Ω,P ) ×2 max(E[Γ(F, F )]1/2, E[Γ(G,G)]1/2).

23



Ceci prouve la continuité. Par densité, fermabilité de L(1) et continuité de Γ, on

obtient

L(1)(FG) = FLG+GLF − 2Γ(F,G) F,G ∈ Dom(L).

2

Proposition 19 L’opérateur L est un opérateur de Malliavin au sens de Stroock [18].

Preuve. Nous faisons référence à la définition donnée dans [1]. Sachant que d’après

la proposition 14, −L/2 définit une forme de Dirichlet admettant un opérateur carré

du champ et étant donné la proposition 16, il reste à vérifier les points suivants. On

a

P ⊂
{
F ∈ Dom(L)

⋂
L4(Ω, P ) : LF ∈ L4(Ω, P ), F 2 ∈ Dom(L)

}
.

De plus, le graphe de L restreint à P est dense dans le graphe de L, et{
F ∈ Dom(L(1))

⋂
L2(Ω, P ) : L(1)F ∈ L2(Ω, P )

}
⊂ Dom(L),

d’après [3], I.2.4.2.

2

Dans ces conditions on a le théorème suivant, dont la preuve est identique au cas

de l’espace de Wiener, cf. [2], [18]. Le résultat est donné ici pour des fonctionnelles

à valeurs réelles, mais peut être obtenu de la même manière pour des fonctionnelles

à valeurs dans IRd.

Théorème 4 Soit Φ une variable aléatoire satisfaisant aux conditions suivantes:

1. Posons g0 = {Φ}, gn+1 = {φ,Lφ,Γ(φ, φ) : φ ∈ gn}, n ≥ 0. Supposons que

gn ⊂ Dom(L) et gn ⊂
⋂
p≥1

Lp(B,P ) ∀n ∈ IN

2. Soit σ = Γ(Φ,Φ). Supposons que

1

σ
∈
⋂
p≥1

Lp(B,P ).

Alors la loi de Φ a une densité C∞ par rapport à la mesure de Lebesgue sur IR.
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