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随机利率模型及相关衍生品定价

序序序言言言

本书介绍了利率和债券市场的随机模拟和相关衍生产品的定价， 这

是一个日益重要的人们关注的专题，同时也是最近二十年来 人们深入研

究的课题。本书主要针对高年级的本科生和初级阶段的研究生， 并设想

读者已掌握基本的概率知识。我们所考虑的利率模型从 短期利率模型到

如Heath-Jarrow-Morton (HJM) 和 Brace-Gatarek-Musiela (BGM)远期利率

模型，并给出相应模型界定的介绍。我们着重于概念 和精确计算由浅到深

的逐步介绍，特别是对于如利率上限和利率互换 等相关衍生产品的定价。

让我们简短地来介绍一下利率建模的主要目标。总所周知，由于利率

的 连续复利计算原则，一个以固定利率r > 0计算利息的银行账户 在时

刻t > 0的现值Vt为

Vt = V0ert, t ∈ R+,

它可以改写为微分形式
dVt
Vt

= rdt.

然而在实际的金融世界里，由于利率可以使一个随时间而随机变化的函数

所以往往要更为复杂，在利率随时间随机变化的情形下，现值Vt为

Vt = V0 exp
(w t

0
rsds

)
,

其中 (rs)s∈R+ 是一个时间相依的随机过程， 在此称为短期利率过程。这种

被称为短期利率的利率类型可以用随机 微分方程通过多种方式来建模。

短期利率模型仍不满足交易工具的需要，这些交易工具往往要求能 在

当前时刻t达成一笔在在未来时间区间[T, S]以利率r(t, T, S), t ≤ T ≤ S贷款
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的协议。这就增加了利率建模的另一层次的复杂程度， 为了迎合这种需要

现在就要引入取决于三个时间指标的远期利率过程 r(t, T, S)。瞬时远期利

率定义为T 7→ F (t, T ) := r(t, T, T )，可以看做在固定的时刻t上的关于单个

变量到期日 T的函数。

从泛函分析的角度来看，远期利率过程r(t, T, S)具有特别意义的，因

为它们 可重新解释为取值于二元变量函数空间上的过程t 7→ r(t, ·, ·)。因此
远期利率建模很大程度上应用了取值于（无限维）函数 空间上的随机过

程，这与其他标准资产模型相比又增加了另一层次的技术难度。

现在让我们回到本书的内容上。头两章致力于随机计算的回顾和关于

资产期权的经典 Black-Scholes定价理论。实际上，Black-Scholes公式是利

率衍生产品 定价的基本工具，特别是在BGM模型中它应当做一个渐近工

具来使用。

下面，在 3章中简短地介绍了短期利率模型之后，我们在 4章开始 介

绍零息债券的定义和定价。零息债券可由短期利率过程直接构造并提供了

构造远期利率过程的基础。

远期利率，瞬时利率及其用函数空间（如 Nelson-Siegel 和 Svensson空

间）的建模将在第 5章中考虑。模拟远期利率 的随机Heath-Jarrow-Morton

模型和相应的无套利条件将在第 6章中介绍。

远期测度的构造及其后的利率衍生产品的定价将在第 7章中给出，同

时也给出其在 债券期权定价的应用。估计和拟合利率曲线中出现的问题将

在第 8章中考虑。这一 问题的解决将引出二元模型的介绍。

最后两章第9和 10章分别介绍LIBOR市场和Brace-Gatarek-Musiela

(BGM)模拟，并给出模型界定的要点。为了行文的简洁我们的方法仅

限于 一维布朗运动模型，更多关于利率建模理论的完整介绍，包括多元

模型，我们推荐参考 [Bjö04], [BM06], [JW01], [CT06], [Sch05]。

本书还包括了两个附录，附录 A关于数学的准备工具，附录 B是关

于该领域的 未来的发展和展望。每章中附带的练习的完整答案在本书
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的最后部分给出。一些 练习是本书原创的，而另一些是典型习题或者是

从[Kij03]和 [Øks03]来的。

最后需要指出的是本书是作者在法国国家信息与自动化研究所巴黎分

所 金融数学组开始随机利率模型的研究之后，再给香港城市大学金融和精

算 科学方向的数学硕士生讲授 的随机利率模型课程，由该课程的讲义整

理并而成。我非常感谢香港城市大学数学系 给我提供了出色的工作环境和

讲授这门新课程的机会，也和感谢金融数学组给我 在随机利率建模研究的

鼓励。同时也感谢金融和精算科学方向的数学硕士生对讲义草稿的 修正和

建议。
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中中中文文文版版版序序序言言言

本书是由世界科技出版社于2008年首次出版的英文教材 “An Elemen-

tary Introduction to Stochastic Interest Rate Modeling” 的中文译本。本译

本是英文版的一个修改 和增订版本，包括了一些校正和新增的练习及其解

答。我们感谢 英国University of Reading的Ubbo Wiersema对本书第一版的

认真阅读， 使本书得到了很多改进。

香港, Nicolas Privault

北京, 韦晓

2009年11月
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第第第一一一章章章 随随随机机机计计计算算算的的的回回回顾顾顾

由于Brown 运动和随机积分是模拟利率过程的关键工具，我们在此囊括了

这些知识的回顾。 为了行文简洁，我们关于随机积分的介绍仅限于对平方

可积过程的并且我们推荐 读者查阅一些更高级文本，如[Pro05]以获得全面

介绍。

§1.1 Brown 运运运动动动

设 (Ω,F ,P) 是一个概率空间。 模拟金融中的随机资产主要是基于随机过

程，它是一族以时间区间I的时刻为下标的 随机变量(Xt)t∈I 。

我们首先来回忆Brown 运动的定义，它是随机过程的最基本的特例。

定定定义义义 1.1. Brown 运动是一个随机过程(Bt)t∈R+满足

1. B0 = 0 几乎处处成立,

2. 样本轨道 t 7→ Bt 是（几乎处处）连续的。

3. 对于任意的有限个数的时间序列 t0 < t1 < · · · < tn, 增量

Bt1 −Bt0 , Bt2 −Bt1 , . . . , Btn −Btn−1

是相互独立的。

4. 对任意时间点 0 ≤ s < t, Bt−Bs 服从均值为0方差为t− s的正态分布。

为了方便我们有时将Brown 运动看作是在区间长为dt的无穷小时间区间内

的随机游动， 具有时间区间[t, t+ dt]内的增量

∆Bt = ±
√
dt (1.1)

并有相等的概率1/2。

今后，我们设 (Ft)t∈R+ 表示由(Bt)t∈R+生成的信息流 （即一族单调非降

的F的子σ-代数，参见附录 A）， 即：

Ft = σ(Bs : 0 ≤ s ≤ t), t ∈ R+.
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n维Brown 运动可构造为

(B1
t , . . . , B

n
t )t∈R+

其中 (B1
t )t∈R+ , . . .,(Bn

t )t∈R+ 是(Bt)t∈R+的相互独立的复制。

-2

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

-2 -1.5 -1 -0.5  0  0.5  1  1.5  2  2.5

图 1.1 一个二维Brown 运动的样本轨道。

下面我们分别来模拟 2维和3维的Brown 运动见图 1.1和 1.2。注意到由布朗

在1827年最早发现的花粉颗粒运动实际上就是2维的。

§1.2 随随随机机机积积积分分分

在本节中我们构造平方可积适应过程关于Brown 运动的伊藤随机积分。随

机 积分在金融中主要用于模拟由（随机）风险资产驱动的投资组合的价值

变化。

定定定义义义 1.2. 称过程 (Xt)t∈R+是 Ft-适应的， 若对所有的 t ∈ R+， Xt 是

Ft-可测的。

换句话说，(Xt)t∈R+ 是 Ft-适应的当 Xt在时刻 t的取值仅依赖于到时刻t为

止的Brown 运动路径中所包含的信息。
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图 1.2 3维Brown 运动的样本轨道。

定定定义义义 1.3. 设Lp(Ω× R+) 表示 p-可积过程的空间，即满足

E
[w ∞

0
|ut|pdt

]
<∞

的随机过程u : Ω × R+ → R的空间，又设Lpad(Ω × R+), p ∈ [1,∞], 表

示Lp(Ω× R+)中Ft-适应过程的空间。

关于Brown 运动的随机积分的简单定义应包括如下的写法

w ∞
0
f(t)dBt =

w ∞
0
f(t)

dBt

dt
dt,

但是由于Brown 运动路径的不可微导致了这样定义的失败：

dBt

dt
=
±
√
dt

dt
= ± 1√

dt
' ±∞.

取而代之，随机积分首先被构造为关于简单可料过程的积分。

定定定义义义 1.4. 设 P 表示 形如

ut =
n∑
i=1

Fi1(tni−1,t
n
i ](t), t ∈ R+, (1.2)

简单可料随机过程 (ut)t∈R+的空间，其中 Fi ∈ L2(Ω,Ftni−1
,P) 是 Ftni−1

-可测

的, i = 1, . . . , n.
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容易证明简单可料随机过程的集合P构成一个线性空间， 由[IW89] 22页

和 46页的引理 1.1可知，对于任意的 p ≥ 1，简单可料过程空间 P 在
Lpad(Ω× R+)中是稠密的。

命命命题题题 1.1. 定义在形如 (1.2)的简单可料过程 (ut)t∈R+上的关于Brown 运动

(Bt)t∈R+的随机积分为

w ∞
0
utdBt :=

n∑
i=1

Fi(Bti −Bti−1
), (1.3)

并可通过对偶公式

E
[w ∞

0
utdBt

w ∞
0
vtdBt

]
= E

[w ∞
0
utvtdt

]
(1.4)

将该积分推广到定义在u ∈ L2
ad(Ω× R+)上。

证明. 我们先证明对偶公式(1.4)对于简单可料过程 u =
∑n

i=1 Gi1(ti−1,ti],

0 = t0 < t1 < · · · tn成立：

E
[(w ∞

0
utdBt

)2
]

= E

( n∑
i=1

Gi(Bti −Bti−1
)

)2


= E

[
n∑
i=1

|Gi|2(Bti −Bti−1
)2

]

+2E

[ ∑
1≤i<j≤n

GiGj(Bti −Bti−1
)(Btj −Btj−1

)

]

=
n∑
i=1

E[E[|Gi|2(Bti −Bti−1
)2|Fti−1

]]

+2
∑

1≤i<j≤n

E[E[GiGj(Bti −Bti−1
)(Btj −Btj−1

)|Ftj−1
]]

=
n∑
i=1

E[|Gi|2E[(Bti −Bti−1
)2|Fti−1

]]

+2
∑

1≤i<j≤n

E[GiGj(Bti −Bti−1
)E[(Btj −Btj−1

)|Ftj−1
]]

4
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= E

[
n∑
i=1

|Gi|2(ti − ti−1)

]
= E[‖u‖2

L2(R+)].

应用对偶公式(1.4)，随机积分算子可通过稠密性和Cauchy序列理论 推广

到L2
ad(Ω× R+)上。

实际上随机积分(1.3)将在下面的(2.9)式中用来表示投资组合的价值。

对于所有的u ∈ L2
ad(Ω× R+), 积分区间[a, b]上的伊藤积分被定义为

w b

a
usdBs :=

w ∞
0

1[a,b](s)usdBs, 0 ≤ a ≤ b,

并有关系式

w c

a
usdBs =

w b

a
usdBs +

w c

b
usdBs, 0 ≤ a ≤ b ≤ c,

和 w b

a
dBs = Bb −Ba, 0 ≤ a ≤ b.

并且随机积分是一个线性算子，即：

w ∞
0

(us + vs)dBs =
w ∞

0
usdBs +

w ∞
0
vsdBs, u, v ∈ L2

ad(Ω× R+).

下一性质展示了如何通过积分区域的分割来计算随机积分的条件期望。

命命命题题题 1.2. 对于任意的 u ∈ L2
ad(Ω× R+) 有

E
[w ∞

0
usdBs

∣∣∣ Ft] =
w t

0
usdBs, t ∈ R+.

特别地,
r t

0
usdBs 是Ft-可测的, t ∈ R+.

证明. 设 u ∈ P 具有形式 u = G1(a,b], 其中 G 是有界的 且Fa-可测.

i) 若 0 ≤ a ≤ t 有

E
[w ∞

0
usdBs

∣∣∣ Ft] = E [G(Bb −Ba)|Ft]

" 5
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= GE [(Bb −Ba)|Ft]

= GE [(Bb −Bt)|Ft] +GE [(Bt −Ba)|Ft]

= G(Bt −Ba)

=
w ∞

0
1[0,t](s)usdBs.

ii) 若 0 ≤ t ≤ a 对所有有界Ft-可测的随机变量 F有：

E
[
F

w ∞
0
usdBs

]
= E [FG(Bb −Ba)] = 0,

因此

E
[w ∞

0
usdBs

∣∣∣ Ft] = E [G(Bb −Ba)|Ft]

= 0

=
w ∞

0
1[0,t](s)usdBs.

由于L2空间条件期望具有连续性，上述结论可通过线性性和稠密性推广，

则有：

E
[(w t

0
usdBs − E

[w ∞
0
usdBs

∣∣∣ Ft])2
]

= lim
n→∞

E
[(w t

0
unsdBs − E

[w ∞
0
usdBs

∣∣∣ Ft])2
]

= lim
n→∞

E
[(

E
[w ∞

0
unsdBs −

w ∞
0
usdBs

∣∣∣ Ft])2
]

≤ lim
n→∞

E
[
E
[(w ∞

0
unsdBs −

w ∞
0
usdBs

)2 ∣∣∣ Ft]]
≤ lim

n→∞
E
[(w ∞

0
(uns − us)dBs

)2
]

= lim
n→∞

E
[w ∞

0
|uns − us|2ds

]
= 0.

特别地，由于F0 = {∅,Ω}, Itô 是一个中心化随机变量:

E
[w ∞

0
usdBs

]
= 0. (1.5)

6
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下面是性质 1.2的一个直接推论。

推推推论论论 1.1. u ∈ L2
ad(Ω× R+)的不定随机积分

(r t
0
usdBs

)
t∈R+

是一个鞅，即:

E
[w t

0
uτdBτ

∣∣∣ Fs] =
w s

0
uτdBτ , 0 ≤ s ≤ t.

作为上述推论的一个直接结果我们有

E
[w ∞

t
uτdBτ

∣∣∣ Ft] = 0, and E
[w t

0
uτdBτ

∣∣∣ Ft] =
w t

0
uτdBτ . (1.6)

特别地，对于所有的 u ∈ L2
ad(Ω× R+)

w t

0
uτdBτ 是Ft-可测的.

我们以一个确定函数的随机积分的Gauss性质注解来结束本节。

命命命题题题 1.3. 设f ∈ L2(R+). 随机积分

w ∞
0
f(t)dBt

是一个Gauss随机变量均值为 0 方差为

w ∞
0
|f(t)|2dt.

证明. 由关系式

V ar(αX) = α2V ar(X),

见附录 A, 简单函数

f(t) =
n∑
k=1

ak1(tk,tk−1](t)

的随机积分
w ∞

0
f(t)dBt :=

n∑
k=1

ak(Btk −Btk−1
)

服从中心化的Gauss分布具有方差

V ar
[w ∞

0
f(t)dBt

]
=

n∑
k=1

akV ar[Btk −Btk−1
]

" 7
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=
n∑
k=1

|ak|2(tk − tk−1)

=
n∑
k=1

|ak|2
w tk

tk−1

dt

=
w ∞

0
|f(t)|2dt,

本性质的结论可通过 L2(R+)空间简单函数的稠密性推广得到。

特别地，如果 f ∈ L2(R+) 伊藤对偶公式 (1.4) 表明

E
[(w ∞

0
f(t)dBt

)2
]

=
w ∞

0
|f(t)|2dt.

§1.3 平平平方方方变变变差差差

现在我们来介绍Brown 运动的平方变差的概念。

定定定义义义 1.5. (Bt)t∈R+的平方变差 定义为过程([B,B]t)t∈R+，形如

[B,B]t = B2
t − 2

w t

0
BsdBs, t ∈ R+. (1.7)

现设

πn = {0 = tn0 < tn1 < · · · < tnn−1 < tnn = t}

表示区间[0, t]的一个划分，使得当n 趋于无穷时，

|πn| := max
i=1,...,n

|tni − tni−1|

收敛于0.

命命命题题题 1.4. 我们有

[B,B]t = lim
n→∞

n∑
i=1

(Btni
−Btni−1

)2, t ≥ 0,

其中极限存在于 L2(Ω)且与所选划分序列(πn)n∈N无关。

8
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证明. 作为随机积分定义 1.3的一个直接结果我们有

Bs(Bt −Bs) =
w t

s
BsdBτ , 0 ≤ s ≤ t,

则

[B,B]tni − [B,B]tni−1
= B2

tni
−B2

tni−1
− 2

w tni

tni−1

BsdBs

= (Btni
−Btni−1

)2 + 2
w tni

tni−1

(Btni−1
−Bs)dBs,

因此

E

([B,B]t −
n∑
i=1

(Btni
−Btni−1

)2

)2


= E

( n∑
i=1

[B,B]tni − [B,B]tni−1
− (Btni

−Btni−1
)2

)2


= 4E

( n∑
i=1

w t

0
1(tni−1,t

n
i ](s)(Bs −Btni−1

)dBs

)2


= 4E

[
n∑
i=1

w tni

tni−1

(Bs −Btni−1
)2ds

]

= 4E

[
n∑
i=1

w tni

tni−1

(s− tni−1)2ds

]
≤ 4t|π|.

从Brown 运动的不严格表达式(1.1)可将其看作是随机游动，那么下一个性

质可以简单地解释为 (∆Bt)
2 = dt.

命命命题题题 1.5. Brown 运动(Bt)t∈R+的平方变差是

[B,B]t = t, t ∈ R+.

" 9
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证明. (参见 [Pro05], 定理 I-28). 对于每一个划分

{0 = tn0 < · · · < tnn = t}

由Brown 运动的独立增量性我们有：

E

(t− n∑
i=1

(Btni
−Btni−1

)2

)2


= E

( n∑
i=1

(Btni
−Btni−1

)2 − (tni − tni−1)

)2


=
n∑
i=1

(tni − tni−1)2E

((Btni
−Btni−1

)2

tni − tni−1

− 1

)2


= E[(Z2 − 1)2]
n∑
i=0

(tni − tni−1)2

≤ t|π|E[(Z2 − 1)2],

其中 Z 是一个标准的Gauss随机变量。

§1.4 伊伊伊藤藤藤公公公式式式

运用规则(dBt)
2 = (±

√
dt)2 = dt, 泰勒公式可以粗略的写为

df(Bt) = f ′(Bt)dBt +
1

2
f ′′(Bt)(dBt)

2

= f ′(Bt)dBt +
1

2
f ′′(Bt)dt.

伊藤公式给出了上述结果对如下过程Xt的一个推广

Xt = X0 +
w t

0
usdBs +

w t

0
vsds, t ∈ R+,

其中ut, vt为适应的充分可积过程。

对于 f ∈ C1,2(R+ × R), 伊藤公式 可用积分形式表达为

f(t,Xt) = f(0, X0) +
w t

0

∂f

∂x
(s,Xs)usdBs (1.8)

10
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+
w t

0

∂f

∂x
(s,Xs)vsds+

w t

0

∂f

∂s
(s,Xs)ds+

1

2

w t

0

∂2f

∂x2
(s,Xs)u

2
sds,

或用微分形式表达为：

df(t,Xt) =
∂f

∂x
(t,Xt)utdBt

+
∂f

∂x
(t,Xt)vtdt+

∂f

∂t
(t,Xt)dt+

1

2

∂2f

∂x2
(t,Xt)u

2
tdt.

对于d维Brown 运动(Bt)t∈R+和所有的 C2 函数 f , 伊藤公式为

f(Bt) = f(B0) +
w t

0
〈∇f(Bs), dBs〉H +

1

2

w t

0
∆f(Bs)ds,

其中∇ 和 ∆分别为作用于 Rn的梯度算子和拉普拉斯算子。现在考虑两个

过程 Xt和Yt，分别为

Xt = X0 +
w t

0
usdB

1
s +

w t

0
vsds, t > 0,

和

Yt = Y0 +
w t

0
ξsdB

2
s +

w t

0
ζsds, t > 0,

其中 ut, vt, ξt, ζt 是适应且充分可积的过程，且 B1, B2是相关系数为ρ ∈
[−1, 1]的两个Brown 运动，即它们的 协方差为

dB1
t · dB2

t = ρdt.

关于这两个变量的伊藤公式为

f(t,Xt, Yt)

= f(0, X0, Y0) +
w t

0
us
∂f

∂x
(s,Xs, Ys)dB

1
s +

w t

0
ξs
∂f

∂y
(s,Xs, Ys)dB

2
s

+
w t

0

∂f

∂s
(s,Xs, Ys)ds+

w t

0
vs
∂f

∂x
(s,Xs, Ys)ds+

w t

0
ζs
∂f

∂y
(s,Xs, Ys)ds

+
1

2

w t

0
u2
s

∂2f

∂x2
(s,Xs, Ys)ds+

1

2

w t

0
ξ2
s

∂2f

∂y2
(s,Xs, Ys)ds

+ρ
w t

0
usξs

∂2f

∂x∂y
(s,Xs, Ys)ds.

我们引用随机微分方程的一个经典结果， 参见[Pro05], 定理 V-7，来结束

本章。设

σ : R+ × Rn → Rd ⊗ Rn
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其中 Rd ⊗ Rn表示d× n维矩阵空间，并且

b : R+ × Rn → R

满足整体李普希兹条件

‖σ(t, x)− σ(t, y)‖2 + ‖b(t, x)− b(t, y)‖2 ≤ K2‖x− y‖2,

t ∈ R+, x, y ∈ Rn. 则存在随机微分方程

Xt = X0 +
w t

0
σ(s,Xs)dBs +

w t

0
b(s,Xs)ds,

的唯一强解， 其中 (Bt)t∈R+ 是一个 d维的Brown 运动。

§1.5 练练练习习习

练习 1.1. 设 c > 0. 利用布朗运动 (Bt)t∈R+的定义, 证明:

1. (Bc+t −Bc)t∈R+ 是一个布朗运动.

2. (cBt/c2)t∈R+ 是一个布朗运动.

练习 1.2. 求解随机微分方程

dSt = µStdt+ σStdBt.

其中 µ, σ > 0.

练习 1.3. 求解随机微分方程

dXt = −αXtdt+ σdBt, X0 = 1,

其中 α > 0 且 σ > 0. 提示. 找出形如

Xt = a(t)
(
X0 +

w t

0
b(s)dBs

)
,

的一个解，其中 a(·) 且b(·)是确定的函数。
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随机利率模型及相关衍生品定价

练习 1.4. 求解随机微分方程

dXt = tXtdt+ et
2/2dBt, X0 = x0.

提示. 找出形如

Xt = a(t)
(
X0 +

w t

0
b(s)dBs

)
,

的一个解，其中 a(·) 和b(·) 是确定的函数。

练习 1.5. 求解随机微分方程

dYt = (2µYt + σ2)dt+ 2σ
√
YtdBt,

其中 µ, σ > 0. 提示. 设 Xt =
√
Yt.

练习 1.6. 设 f ∈ L2([0, T ]). 计算条件期望

E
[
e
r T
0 f(s)dBs

∣∣∣ Ft] , 0 ≤ t ≤ T,

其中 (Ft)t∈[0,T ] 表示由(Bt)t∈[0,T ]产生的信息流。

练习 1.7. 对于任意的β < 1/T，计算期望

E

[
exp

(
β

w T

0
BtdBt

)]
.

提示：用伊藤公式展开 (BT )2。

练习 1.8. 给定 T > 0，设(XT
t )t∈[0,T ]表示在初始条件X

T
0 = 0和σ > 0下的随

机微分方程

dXT
t = σdBt −

XT
t

T − t
dt, t ∈ [0, T ]

的解。

1. 证明

XT
t = σ(T − t)

w t

0

1

T − s
dBs, t ∈ [0, T ].

提示：首先用伊藤公式计算d(XT
t /(T − t))。

2. 证明对于t ∈ [0, T ]， IE[XT
t ] = 0。

3. 证明对于任意的t ∈ [0, T ]，有 Var[XT
t ] = σ2t(T − t)/T。

4. 证明 XT
T = 0。过程(XT

t )t∈[0,T ] 是所谓的布朗桥.

" 13
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第第第二二二章章章 Black-Scholes定定定价价价理理理论论论的的的回回回顾顾顾

Black-Scholes公式被认为是金融衍生品定价的基石之一，并且它的重

要性不仅局限于股票期权的定价。实际上， 由于利率模型的复杂性使得一

般难以得到显式的表达式，且在很多情形下必须依赖于Black-Scholes框架

来得到 利率衍生产品的定价公式，特别是在BGM模型，参见 9章。

§2.1 买买买入入入和和和卖卖卖出出出期期期权权权

股票购买者在时刻t时最关心的是在未来的某个时刻T股票价格ST是否

会下降。 购买者可以通过在现金市场购买一个允许他以在初始时刻t定下

的保证 价格K在时刻T卖出他的资产的合约来寻求保护。

这个合约被称为敲定价格为K到期日为T的卖出期权。 当 股票价

格ST跌到低于水平K，执行合约将使得期权的买方比没有签购期权的其他

人多获得 相当于K − ST的收益。假设没有交易费用和其他费用，作为回
报，期权的卖方将 遭受同样相当于K − ST的损失。

在一般情况下，一个（所谓欧式）卖出期权的损益表达为

(K − ST )+ =


K − ST if ST ≤ K,

0 if ST ≥ K.

为了使这个合约是公平的，期权的买方应该在签订合约时支付一定的

费用（ 类似于保险费）。该费用的计算是一个重要问题，这就是所谓的期

权定价。

图 2.1中解释当ST高于K或者低于K的两种可能情形。

另外一方面，如果交易员想要买入某种股票或者商品，那么他将对价

格不会上涨感兴趣 并且他可能买进一个买入期权，这是一个使得他能在时

刻T以在时刻t就定下的水平 K来购买他所要的资产的合约。

在此，当ST 涨到高于K的情形时，相比其他没有签购买入期权的 机

构，期权的购买者将得到相当于ST −K的潜在收益。



随机利率模型及相关衍生品定价
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图 2.1 由几何Brown运动驱动的价格过程的样本。

一般来说，一个（所谓的欧式）买入期权有损益函数

φ(ST ) = (ST −K)+ =


ST −K if ST ≥ K,

0, if ST ≤ K.

与将出现在下一章的利率模型相关联，我们在此注意到 类似的合约可以应

用于利率上。

一个合约通过让还款率不高于水平κ从而使得利率等于 min(rt, κ)来保护以

变利率rt还款的还款人。这个相应的合约被称为利率上限，并且潜在地 给

予了它的购买者一个以利率点来度量的(rt − κ)+的优惠。 利率上限的相反

合约被称为利率下限且提供了类似的保护，这次是为了借款人的 利益而防

止利率下跌。

经典的Black-Scholes公式对于利率衍生产品的定价非常重要，因为我

们将考虑的一些利率模型是基于几何Brown运动的。
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§2.2 市市市场场场模模模型型型和和和投投投资资资组组组合合合

设 r : R+ −→ R, µ : R+ −→ R 和 σ : R+ −→ (0,∞) 是确定的有界非负函

数。

设 (At)t∈R+ 是一个无风险资产，其价格为

dAt
At

= rtdt, A0 = 1, t ∈ R+, (2.1)

即

At = A0 exp
(w t

0
rsds

)
, t ∈ R+.

对于 t > 0， 设 (St)t∈[0,T ] 为价格过程，并定义为随机微分方程

dSt = µtStdt+ σtStdBt, t ∈ R+,

即积分形式：

St = S0 +
w t

0
µuSudu+

w t

0
σuSudBu, t ∈ R+,

有解

St = S0 exp

(w t

0
σudBu +

w t

0
(ru −

1

2
σ2
u)du

)
,

t ∈ R+, 参见练习 1.2.

设 ηt和 ζt 为在时刻t分别投资于资产(St)t∈R+和(At)t∈R+的单位数。时刻t的

投资组合的价值 Vt为

Vt = ζtAt + ηtSt, t ∈ R+. (2.2)

定定定义义义 2.1. 投资组合 Vt 被称为是自融资的， 若

dVt = ζtdAt + ηtdSt. (2.3)

注意到假设忽略了括号项d〈S, η〉t，自融资条件 (2.3)可写成

Atdζt + Stdηt = 0, 0 ≤ t ≤ T

.
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随机利率模型及相关衍生品定价

§2.3 偏偏偏微微微分分分方方方程程程方方方法法法

在这个标准的Black-Scholes模型中可以构造出对冲欧式执行权的 的投

资组合策略。首先，注意到自融资条件(2.3)意味着

dVt = ζtdAt + ηtdSt

= rtζtAtdt+ µtηtStdt+ σtηtStdBt (2.4)

= rtVtdt+ (µt − rt)ηtStdt+ σtηtStdBt,

t ∈ R+.

现在假设时刻t的投资组合价值Vt被写成函数C(t, x)

Vt = C(t, St), t ∈ R+.

应用伊藤公式(1.8)得到

dC(t, St) =

(
∂C

∂t
+ µtSt

∂C

∂x
+

1

2

∂2C

∂x2
S2
t σ

2
t

)
(t, St)dt

+σtSt
∂C

∂x
(t, St)dBt. (2.5)

因此，通过对比(2.4) 和 (2.5)确定 dBt 和dt系数中的各项我们得到
rtC(t, St) =

(
∂C

∂t
+ rtSt

∂C

∂x
+

1

2
σ2
tS

2
t

∂2C

∂x2

)
(t, St),

ηtStσtdBt = Stσt
∂C

∂x
(t, St)dBt,

(2.6)

因此

ηt =
∂C

∂x
(t, St).

过程(ηt)t∈R+被称为德尔塔。 除了计算Delta我们还在下一性质中推导

了Black-Scholes偏微分方程（PDE）。

命命命题题题 2.1. 在终端条件C(T, x) = (x −K)+下， 欧式买入期权价格的Black-

Scholes 偏微分方程写为

∂C

∂t
(t, x) + rtx

∂C

∂x
(t, x) +

1

2
x2σ2

t

∂2C

∂x2
(t, x) = rtC(t, x).
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该偏微分方程的解由 Black-Scholes公式给出

C(t, x) = Bl(K, x, σ̃t, r̃t, T − t) := xΦ(d1)−Ke−(T−t)r̃tΦ(d2), (2.7)

其中

Φ(x) =
1√
2π

w x

−∞
e−y

2/2dy, x ∈ R,

表示Gauss分布函数,

d1 =
log(x/K) + (r̃t + σ̃2

t /2)(T − t)
σ̃t
√
T − t

, d2 =
log(x/K) + (r̃t − σ̃2

t /2)(T − t)
σ̃t
√
T − t

,

且

σ̃2
t =

1

T − t

w T

t
|σ(s)|2ds, r̃t =

1

T − t

w T

t
r(s)ds.

关于这个专题更详细解释，我们推荐参考[Mik98]和 [Øks03]。

§2.4 Girsanov 定定定理理理

在开始用鞅方法对期权定价之前，我们要回顾一下Girsanov定理。让

我们回到通过无穷小 增量看Brown运动的粗略解释(1.1)：

∆Bt = ±
√
dt,

且有

P(∆Bt = +
√
dt) = P(∆Bt = −

√
dt) =

1

2
.

显然，给定ν ∈ R，飘移过程νt+Bt不再是标准Brown运动因为它不是中心

化的了：

E[νt+Bt] = νt+ E[Bt] = νt 6= 0,

参见图 2.2. 这个特征可用无穷小增量表示为

E[νdt+ dBt] =
1

2
(νdt+

√
dt) +

1

2
(νdt−

√
dt) = νdt 6= 0.
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图 2.2 飘移Brown运动的路径.

为了使 νt + Bt成为中心化的过程（即一个标准Brown运动），可以调整之

前都被固定为1/2的向上和向下飘移的概率，因为νt + Bt保持了定义 1.1中

所有的其他性质 (1)- (3)。

也就是，现在的问题是找到两个数p, q ∈ [0, 1]使得
p(νdt+

√
dt) + q(νdt−

√
dt) = 0

p+ q = 1.

这个问题的解由下面给出

p =
1

2
(1− ν

√
dt) 和 q =

1

2
(1 + ν

√
dt).

仍然将Brown运动看作是具有独立增量±
√
dt的离散随机游动，相应的概率

密度将通过把上述概率除以1/2N再连乘得到，也就是：

2N
∏

0<t<T

(
1

2
∓ 1

2
ν
√
dt

)

其中2N是标准化因子且N = T/dt是（无穷大）离散时间间隔的数目。运用

基本运算，这个密度可以粗略的看成为收敛于 如下：
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2N
∏

0<t<T

(
1

2
∓ 1

2
ν
√
dt

)
=

∏
0<t<T

(
1∓ ν

√
dt
)

= exp

(
log

∏
0<t<T

(
1∓ ν

√
dt
))

= exp

( ∑
0<t<T

log
(

1∓ ν
√
dt
))

' exp

(
ν
∑

0<t<T

∓
√
dt− 1

2

∑
0<t<T

(∓ν
√
dt)2

)

= exp

(
ν
∑

0<t<T

∓
√
dt− 1

2
ν2
∑

0<t<T

dt

)

= exp

(
−νBT −

1

2
ν2T

)
.

Girsanov 定理可用一种更严格的方式重新描述如下。在此回顾， Ω =

C0([0, T ])是Winer空间且ω ∈ Ω是区间[0, T ]上在t = 0时从0开始的连续函

数。 考虑概率 Q定义为

dQ(ω) = exp

(
−νBT −

1

2
ν2T

)
dP(ω).

则过程 νt+Bt 是Q下的标准(中心)Brown运动。

例如，在Q下νT +BT具有标准（中心）Gauss分布可以如下得到：

EQ[f(νT +BT )] =
w

Ω
f(νT +BT )dQ

=
w

Ω
f(νT +BT ) exp

(
−νBT −

1

2
ν2T

)
dP

=
w ∞
−∞

f(νT + x) exp

(
−νx− 1

2
ν2T

)
e−x

2/(2T ) dx√
2πT

=
w ∞
−∞

f(y)e−y
2/(2T ) dy√

2πT

=
w

Ω
f(BT )dP
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随机利率模型及相关衍生品定价

= EP[f(BT )].

Girsanov 定理实际上可以推广到如下适应过程，参见[Pro05], 定理 III-42。

定定定理理理 2.1. 设 (ψt)t∈[0,T ] 是一个满足Novikov可积条件

IE

[
exp

(
1

2

w T

0
|ψt|2dt

)]
<∞, (2.8)

的适应过程且设Q是定义为

dQ
dP

= exp

(
−

w T

0
ψtdBt −

1

2

w T

0
|ψt|2dt

)
的概率测度。则

B̂t := Bt +
w t

0
ψsds, t ∈ [0, T ],

是Q下的标准Brown运动.

§2.5 鞅鞅鞅方方方法法法

在这节中我们将给出用折扣损益期望来定价的Black-Scholes表达式。

定定定义义义 2.2. 一个市场被称为无套利的，如果存在（至少）一个概率Q使得在
该概率下折扣价格过程

S̃t := exp
(
−

w t

0
rsds

)
St, t ∈ R+,

是Q下的鞅。

这样的概率Q通常被称为风险中性概率或者鞅测度。当鞅测度是唯一
的， 这个市场就被称为完备的。我们现在将证明Black-Scholes模型具有唯

一的鞅测度，这表明了市场是无套利且完备的。

现在设 (ψt)t∈[0,T ] 定义为

ψt :=
νt − rt
σt

, 0 ≤ t ≤ T,
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且设 Q 表示定义如下的概率测度

dQ
dP

= exp

(
−

w T

0
ψtdBt −

1

2

w T

0
|ψt|2dt

)
.

由 Girsanov 定理我们知道

B̂t := Bt +
w t

0
ψsds, t ∈ [0, T ],

是Q下的Brown运动。同时设

Ṽt = Vt exp
(
−

w t

0
rsds

)
, and S̃t = St exp

(
−

w t

0
rsds

)
,

表示折扣投资组合和标底资产。

引引引理理理 2.1. 下面的说法是等价的：

i) 投资组合 Vt 是自融资的，

ii) 我们有

Ṽt = Ṽ0 +
w t

0
σuηuS̃udB̂u, t ∈ R+, (2.9)

iii) 我们有

Vt = V0 exp
(w t

0
rudu

)
+

w t

0
σuηuSu exp

(w t

u
rsds

)
dB̂u, t ∈ R+.

(2.10)

证明. 首先，注意到 (2.9)显然等价于(2.10)。现在，自融资条件(2.3)表明

dVt = ζtdAt + ηtdSt

= ζtAtrtdt+ ηtrtStdt+ σtηtStdB̂t

= rtVtdt+ σtηtStdB̂t, t ∈ R+,

因此

dṼt = d
(

exp
(
−

w t

0
rsds

)
Vt

)

22
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= −rt exp
(
−

w t

0
rsds

)
Vtdt+ exp

(
−

w t

0
rsds

)
dVt

= exp
(
−

w t

0
rsds

)
σtηtStdB̂t, t ∈ R+,

即 (2.9) 成立。相反地，如果(2.9)成立我们有

dVt = d
(

exp
(w t

0
rsds

)
Ṽt

)
= rt exp

(w t

0
rsds

)
Ṽtdt+ exp

(w t

0
rsds

)
dṼt

= rt exp
(w t

0
rsds

)
Ṽtdt+ σtηtStdB̂t

= Vtrtdt+ σtηtStdB̂t

= ζtAtrtdt+ ηtStrtdt+ σtηtStdB̂t

= ζtdAt + ηtdSt,

因此投资组合是自融资的。

在下一性质中我们计算一个自融资对冲策略使其最后价值为具有可料表达

式

F = EQ[F ] +
w T

0
ξtdB̂t (2.11)

的任意平方可积随机变量F， 其中 (ξt)t∈[0,t] 是平方可积适应过程。

命命命题题题 2.2. 给定 F ∈ L2(Ω)，设

ηt =
exp

(
−

r T
t
rsds

)
σtSt

ξt, (2.12)

ζt =
exp

(
−

r T
t
rudu

)
EQ[F |Ft]− ηtSt

At
, t ∈ [0, T ]. (2.13)

则投资组合 (ηt, ζt)t∈[0,T ] 是自融资的， 且设

Vt = ζtAt + ηtSt, t ∈ [0, T ], (2.14)

我们有

Vt = exp

(
−

w T

t
rudu

)
EQ[F |Ft], 0 ≤ t ≤ T. (2.15)

" 23

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html


N. Privault

特别地我们有

VT = F,

即由初始值

V0 = exp

(
−

w T

0
rudu

)
EQ[F ]

开始，投资组合构造了最终得到F的一个对冲策略。

证明. 在t = 0，应用(2.13) 和(2.14)我们得到

EQ[F ] exp

(
−

w T

0
rudu

)
= ζ0A0 + η0S0 = V0,

因此再次从 (2.13)， ηt的定义(2.12) 和(2.11)， 我们得到

Vt = ζtAt + ηtSt

= exp

(
−

w T

t
rudu

)
EQ[F |Ft]

= exp

(
−

w T

t
rudu

)(
EQ[F ] +

w t

0
ξudB̂u

)
= V0 exp

(w t

0
rudu

)
+ exp

(
−

w T

t
rudu

) w t

0
ξudB̂u

= V0 exp
(w t

0
rudu

)
+

w t

0
ηuσuSu exp

(w t

u
rsds

)
dB̂u, 0 ≤ t ≤ T,

且由引理 2.1 这同样意味着投资组合 (ηt, ζt)t∈[0,T ]是自融资的。

上述性质表明总是存在一个从

V0 = EQ[F ] exp

(
−

w T

0
rudu

)
开始的对冲策略。除此之外，由于存在一个对冲策略得到

ṼT = F exp

(
−

w T

0
rudu

)
,

则由(2.9), (Ṽt)t∈[0,T ] 必然是一个鞅且有

Ṽt = EQ[ṼT |Ft] = exp

(
−

w T

0
rudu

)
EQ[F |Ft], 0 ≤ t ≤ T,
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随机利率模型及相关衍生品定价

和初始值

Ṽ0 = EQ[ṼT ] = EQ[F ] exp

(
−

w T

0
rudu

)
.

实际上，对冲问题现在退化为计算在(2.11)中出现的过程(ξt)t∈[0,T ]。这个被

称为德尔塔对冲的计算可通过伊藤公式的运用和马氏性展开，见 [Pro01]。

考虑关于(St)t∈[0,T ] 的（非齐次）半群 (Ps,t)0≤s≤t≤T其被定义为

Ps,tf(Ss) = EQ[f(St) | Ss]

= EQ[f(St) | Fs], 0 ≤ s ≤ t ≤ T,

它作用于 C2
b (R

n) 函数上，且有h

Ps,tPt,u = Ps,u, 0 ≤ s ≤ t ≤ u ≤ T.

注意到 (Pt,Tf(St))t∈[0,T ] 是一个 Ft-鞅， 即:

EQ[Pt,Tf(St) | Fs] = EQ[EQ[f(ST ) | Ft] | Fs]

= EQ[f(ST ) | Fs]

= Ps,Tf(Ss), (2.16)

0 ≤ s ≤ t ≤ T . 下面的引理使得我们能够计算在 对于任意函数φ损益F具有

形式F = φ(ST )情形下的过程(ξt)t∈[0,T ]。

引引引理理理 2.2. 设 φ ∈ C2
b (R

n)。 可料表达

φ(ST ) = EQ[φ(ST )] +
w T

0
ξtdB̂t (2.17)

由

ξt = σtSt
∂

∂x
(Pt,Tφ)(St), 0 ≤ t ≤ T (2.18)

给出。

证明. 由于 Pt,Tφ 属于 C2(R)，我们将伊藤公式 (1.8) 应用于

t 7→ Pt,Tφ(St) = EQ[φ(ST ) | Ft], (2.19)
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由(2.16)这就是一个鞅，也可参见附录 A。 由当(Pt,Tφ(St))t∈[0,T ]是鞅时伊

藤公式中的有限变差项就消失的事实 (见引理 1, [Pro05]的 72页 )，我们得

到:

Pt,Tφ(St) = P0,Tφ(S0) +
w t

0
σsSs

∂

∂x
(Ps,Tφ)(Ss)dB̂s, t ∈ [0, T ], (2.20)

且有P0,Tφ(S0) = EQ[φ(ST )]。设 t = T，我们由F = φ(ST )的可料表

达(2.17)的一致性得到(2.18)。

现在设 (Sxt,s)s∈[t,∞)是价格过程的随机微分方程的解

dSxt,s
Sxt,s

= rsds+ σsdB̂s, s ∈ [t,∞),

且有初始条件 Sxt,t = x ∈ (0,∞).

投资组合在时刻t ∈ [0, T ]的价值Vt可通过(2.15)计算

Vt = exp

(
−

w T

t
rudu

)
EQ[φ(ST )|Ft]

= C(t, St),

其中由附件 A的关系式 (11.4)有

C(t, x) = e−(T−t)r̃tEQ[φ(ST )|St = x]

= e−(T−t)r̃tPt,Tφ(x)

= e−(T−t)r̃tEQ[φ(Sxt,T )],

0 ≤ t ≤ T。 再次，由(2.20)中有限变差项消失的事实我们重新得

到C(t, x)是 Black-Scholes随机微分方程的解：
∂C

∂t
(t, x) +

1

2
x2σ2(t)

∂2C

∂x2
(t, x) + xr(t)

∂C

∂x
(t, x) = r(t)C(t, x),

C(T, x) = φ(x).
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随机利率模型及相关衍生品定价

作为 (2.15)和下面引理的一个结果，在欧式期权具有损益函数φ(x) =

(x−K)+的情形我们得到关系式 (2.7)，即

C(t, x) = Bl(K, x, σ̃t, r̃t, T − t).

引引引理理理 2.3. 设 X 是方差为v2中心Gauss随机变量。我们有

EQ[(em+X −K)+] = em+v2/2Φ(v + (m− logK)/v)−KΦ((m− logK)/v).

证明. 我们有

EQ[(em+X −K)+] =
w ∞
−∞

(em+x −K)+e−x
2/(2v2) dx√

2πv2

=
w ∞
−m+logK

(em+x −K)e−x
2/(2v2) dx√

2πv2

= em
w ∞
−m+logK

ex−x
2/(2v2) dx√

2πv2
−K

w ∞
−m+logK

e−x
2/(2v2) dx√

2πv2

= em+v2/2
w ∞
−m+logK

e−(v2−x)2/(2v2) dx√
2πv2

−K
w ∞

(−m+logK)/v
e−x

2/2 dx√
2π

= em+v2/2
w ∞
−v2−m+logK

e−x
2/(2v2) dx√

2πv2
−KΦ((m− logK)/v)

= em+v2/2Φ(v + (m− logK)/v)−KΦ((m− logK)/v).

更进一步，仍然是欧式期权的情形，过程(ξ)t∈[0,T ]可通过下一个性质计算出

来。

命命命题题题 2.3. 假设 F = (ST −K)+。则对 0 ≤ t ≤ T 我们有

ξt = σtEQ
[
Sxt,T1[K,∞[(S

x
t,T )
]
x=St

.

证明. 在用C2函数的渐近x 7→ (x−K)+后，由引理 2.2 和关系式Pt,Tf(x) =

EQ[f(Sxt,T )]可得该性质的结果。

由上述性质我们得到Black-Scholes模型中欧式买入期权的德尔塔公

式。
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命命命题题题 2.4. 损益为F = (ST −K)+ 的欧式买入期权的德尔塔公式为

ηt = Φ

(
log(St/K) + (r̃t + σ̃2

t /2)(T − t)
σ̃t
√
T − t

)
, 0 ≤ t ≤ T.

证明. 取x = St我们有

ηt =
1

σtSt
e−r̃t(T−t)ξt

= e−r̃t(T−t)EQ

[
Sxt,T
x

1[K,∞[(S
x
t,T )

]
= e−r̃t(T−t)

EQ

[
eσ̃tB̂T−t−σ̃

2
t (T−t)/2+r̃t(T−t)1[K,∞[(xeσ̃tB̂T−t−σ̃

2
t (T−t)/2+r̃t(T−t))

]
=

e−r̃t(T−t)√
2π(T − t)

w ∞
σ̃t(T−t)/2−r̃t(T−t)/σ̃t+ 1

σ̃t
log K

x

eσ̃ty−σ̃
2
t (T−t)/2+r̃t(T−t)e−y

2/(2(T−t))dy

=
1√

2π(T − t)

w ∞
−d−/

√
T−t

e−
1

2(T−t) (y−σ̃t(T−t))2dy

=
1√

2π(T − t)

w ∞
−d−/

√
T−t

e−
1

2(T−t) (y−σ̃t(T−t))2dy

=
1√
2π

w ∞
−d+

e−y
2/2dy

=
1√
2π

w d+

−∞
e−y

2/2dy

= Φ(d+).

§2.6 练练练习习习

练习 2.1. 考虑价格过程 (St)t∈[0,T ] 满足

dSt
St

= µdt+ σdBt

和一个无风险资产其价值为 At = A0ert, t ∈ [0, T ], 其中 r > 0. 设一个自融

资投资组合 (ζt, ηt)t∈[0,T ] 价值为

Vt = ηtAt + ζtSt, t ∈ [0, T ].
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随机利率模型及相关衍生品定价

1. 用Girsanov定理，构造一个概率测度Q, 使得在该测度下过程 S̃t :=

St/At, t ∈ [0, T ]是一个Ft鞅。

2. 计算时刻 t ∈ [0, T ]的损益为 |ST |2的未定权益的无套利价格

C(t, St) = e−r(T−t)EQ[|ST |2|Ft].

3. 计算对冲未定权益|ST |2的投资组合策略(ζt, ηt)t∈[0,T ] .

4. 给定 T0 ∈ [0, T ], 计算在时刻 t ∈ [0, T ]的损益为ST/ST0的未定权益的无

套利价格

C(t, St) = e−r(T−t)EQ

[
ST
ST0

∣∣∣ Ft] .
提示: 分别考虑t ∈ [0, T0]和 t ∈ (T0, T ]的两种情况。

5. 计算对冲未定权益 ST/ST0的投资组合策略 (ζt, ηt)t∈[0,T ] . 证明这个投资

策略是自融资的.

练习 2.2.

1. 在α, σ > 0和初始条件S0下求解随机微分方程

dSt = αStdt+ σdBt. (2.21)

2. α的什么值αM使得折扣价格过程S̃t = e−rtSt, t ∈ [0, T ], 成为P下的鞅?

3. 计算在时刻t ∈ [0, T ]的未定权益exp(ST ), 其中 α = αM的无套利价格

C(t, St) = e−r(T−t)E[exp(ST )|Ft] .

4. 显式计算出对冲未定权益 exp(ST )的策略 (ζt, ηt)t∈[0,T ].

练习 2.3.

1. 求出用α, σ > 0和初始条件S0表示的随机微分方程

dSt = αStdt+ σdBt (2.22)

的解。
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2. 当α取什么值αM时折扣价格过程 S̃t = e−rtSt, t ∈ [0, T ]是P下的鞅 ？

3. 计算当α = αM时，在时刻t ∈ [0, T ]时的未定权益exp(ST )的套利价格

C(t, St) = e−r(T−t) IE[exp(ST )|Ft]。

4. 计算出对冲未定权益 exp(ST )的投资策略 (ζt, ηt)t∈[0,T ]的精确表达式。
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第第第三三三章章章 短短短期期期利利利率率率模模模型型型

本章是关于一些基本短期利率模型的一个简短介绍。在此我们将不

完整地叙述 因为这些模型在以下的文献中已被广泛讨论，详见 [BM06],

[CT06], [JW01], [Kij03], [Reb96], [Yol05]. 在下一章我们将主要以Vasicek均

值回归模型为例，因为该模型能 显式计算出来。

§3.1 均均均值值值回回回归归归模模模型型型

利率的变化不同于股票价格，需要发展特殊的模型来表现其特性，如

正值性、无界性和均值回归。

[Vaš77]介绍了第一个表现利率的均值回归性质的模型，而几何Brown运动

是不具有均值回归性的。 在Vasicek模型中，基于Ornstein-Uhlenbeck 过程

短期利率过程(rt)t∈R+满足方程

drt = β(α− rt)dt+ σdBt,

其中(Bt)t∈R+是一个标准Brown运动。这个模型有一个人们感兴趣的性质，

它是关于时间统计平稳的，即 rt − rs的分布只依赖与时间差t− s，而它的
缺点是允许rt取负值。Vasicek模型的显式表达式在 下面的练习 1.3 和练习

3.1 给出。

Cox-Ingersoll-Ross (CIR) [CIR85] 模型通过用非线性方程

drt = β(α− rt)dt+ r
1/2
t σdBt

来解决Vasicek模型中不能保证利率恒取正值的问题，该非线性方程及其解

的性质在下面的练习 3.2 中讨论。

其他的均值回归模型包括Courtadon (1982)模型

drt = β(α− rt)dt+ σrtdBt

其中 α, β, σ 是非负的, 和指数Vasicek模型

drt = rt(η − a log rt)dt+ σrtdBt,



N. Privault

其中 a, η, σ 是非负的, 这个模型将在 本章的练习 3.1 中被讨论。

更近些，利用随机微分方程人们提出了保持利率恒为正值的其他模型，参

阅[JW01]。

§3.2 常常常数数数方方方差差差弹弹弹性性性 (CEV) 模模模型型型

常数方差弹性模型是为考虑随着标的资产乘方变化的非常数波动率而

设计的。 Marsh-Rosenfeld (1983)模型

drt = (βr
−(1−γ)
t + αrt)dt+ σr

γ/2
t dBt

其中 α, β, σ, γ 是非负常数, 包含了大多数的CEV模型。特别地，当 β = 0

我们得到标准的CEV模型

drt = αrtdt+ σr
γ/2
t dBt,

且如果 γ = 2 就可得到了Dothan [Dot78], [PP11] 模型

drt = αrtdt+ σrtdBt.

§3.3 时时时间间间相相相依依依模模模型型型

在上一节中讨论的大部分模型都可以进行时间相依推广， 其中最基本

的例子就是 Ho-Lee 模型

drt = θ(t)dt+ σdBt,

其中 θ(t)是关于时间的一个确定函数, 这个模型将在练习 4.1中被应用。

Hull-White 模型

drt = (θ(t)− α(t)rt)dt+ σ(t)dBt

是Vasicek模型的一个时间相依推广且在 §6.6节中将被涉及到。 CIR模型也

可以进行类似的时间相依推广。
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并且这些时间相依模型在练习 8.2-(8) 中将被用来拟合无套利条件下的远期

瞬时利率的初始曲线。

短期利率模型族可进行多种推广，关于这些推广模型我们推荐参阅本章介

绍中引用的参考文献， 其中具有如下形式

drt = (η(t) + λ(t)rt)dt+
√
δ(t) + γ(t)rtdBt (3.1)

的一族精细模型对于债券定价有特殊的性质，参见 4章 §4.4节的结尾部

分。

§3.4 练练练习习习

练习 3.1. 指数Vasicek模型。考虑短期利率过程 (rt)t∈R+，它服从指数

Vasicek 模型:

drt = rt(η − a log rt)dt+ σrtdBt, (3.2)

其中 η, a, σ 是正参数。

1. 求出随机微分方程

dYt = (θ − aYt)dt+ σdBt (3.3)

的解 (Yt)t∈R+，它是初始条件y0的一个函数，其中 θ, a, σ是正参数。提

示： 设 Zt = Yt − θ/a, t ∈ R+。

2. 设 Xt = eYt , t ∈ R+。 确定 (Xt)t∈R+所满足的随机微分方程。

3. 求出用初始条件r0表示的(3.2)的解 (rt)t∈R+。

4. 计算rt, 0 ≤ u ≤ t的条件均值 E[rt|Fu]， 其中 (Fu)u∈R+ 表示由Brown运

动 (Bt)t∈R+生成的信息流。

5. 计算的rt的条件方差 Var[rt|Fu] := E[r2
t |Fu]− (E[rt|Fu])2， 0 ≤ u ≤ t。

6. 计算均值和方差的极限 limt→∞ E[rt] 和 limt→∞Var[rt]。
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练习 3.2. Cox-Ingerson-Ross 模型。 考虑方程

drt = (α− βrt)dt+ σ
√
rtdBt (3.4)

它表示短期利率过程 rt的变化，其中 α, β, σ 和 r0 是正参数。

1. 写下方程 (3.4) 的积分形式。

2. 设 u(t) = E[rt]. 利用 (3.4)的积分形式，证明u(t)满足微分方程

u′(t) = α− βu(t).

3. 通过运用关于r2
t的伊藤公式，证明

dr2
t = rt(2α + σ2 − 2βrt)dt+ 2σr

3/2
t dBt. (3.5)

4. 利用(3.5)的积分形式，求出 v(t) = E[r2
t |Fs], 0 ≤ s ≤ t所满足的微分方

程，并计算 E[r2
t |Fs], 0 ≤ s ≤ t。 为了计算的简便，可假设a = 0。

提示. 对所有的c ∈ R，函数 f(t) = ce−βt/β 是微分方程 f ′(t)+2βf(t) =

ce−βt的解。

5. 设

Xt = e−βt/2
(
x0 +

σ

2

w t

0
eβs/2dBs

)
, t ∈ R+.

证明 Xt 满足方程

dXt =
σ

2
dBt −

β

2
Xtdt.

6. 设 Rt = X2
t 且

Wt =
w t

0
sign(Xs)dBs,

其中 sign(x) = 1{x≥0} − 1{x<0}, x ∈ R. 证明

dRt =

(
σ2

4
− βRt

)
dt+ σ

√
RtdWt.
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第第第四四四章章章 零零零息息息债债债券券券的的的定定定价价价

本章中我们介绍无套利机会下的债券定价基础。运用概率和微积分方

程方法，我们 Vasicek模型下展开精确计算。零息债券的定义在 5章中将被

用于构造 远期利率过程。

§4.1 定定定义义义和和和基基基本本本性性性质质质

一个零息债券是在时刻t < T时价格为P (t, T )而在时刻T时获得价

值P (T, T ) = 1$的合同。计算零息债券基于标的短期利率过程 (rt)t∈R+的套

利价格P (t, T )是利率建模既基础又重要的环节。

我们要区别以下三种不同的情形：

a) 短期利率是确定的常数 r > 0.

在这种情况下， P (t, T ) 要满足方程

er(T−t)P (t, T ) = P (T, T ) = 1,

这就得到

P (t, T ) = e−r(T−t), 0 ≤ t ≤ T.

b) 短期利率是时间相依的且为确定的 函数 (rt)t∈R+ .

在这种情况下，和上面的讨论类似地可以得到

P (t, T ) = e−
r T
t rsds, 0 ≤ t ≤ T. (4.1)

c) 短期利率是随机 过程 (rt)t∈R+ .

在这种情况下，公式(4.1)不再有意义因为在时刻t确定的价格P (t, T ) 仅

取决于到时刻t为止的信息。这不与公式 (4.1)中P (t, T )取决于未来时

刻s ∈ [t, T ]的短期利率rs正好相反。
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在本章剩余的篇幅里我们关注随机情形 (c)。 债券P (t, T )的定价遵循之前

在Black-Scholes定价用过的以下几个步骤。

§4.2 无无无套套套利利利和和和马马马氏氏氏性性性

有了之前在性质 2.2中关于Black-Scholes定价的经验，很自然地将

P (t, T )写成鞅测度下的条件期望。另一方面考虑到上面提到的c)条，在

这个框架下条件 期望的使用也显得很自然，因为这样能帮助我们把包含

在(4.1)中过了时刻t之后的未来信息“过滤出来”。 因此我们假设在某个

待定的鞅(也被称为风险中性)测度 Q下，

P (t, T ) = EQ

[
e−

r T
t rsds

∣∣∣ Ft] . (4.2)

表达式(4.2)有理由成为在已知到时刻t为止的信息的条件下 e−
r T
t rsds的

将来取值的“最优估计”。

从现在开始假设标的的短期利率过程是以下随机微分方程的解

drt = µ(t, rt)dt+ σ(t, rt)dBt (4.3)

其中 (Bt)t∈R+是测度P下的标准Brown 运动。 例如回顾Vasicek模型，我们

有

µ(t, x) = a− bx 和 σ(t, x) = σ.

考虑一个等价于P的概率测度 Q 并给出其密度为

dQ
dP

= e−
r∞
0 KsdBs− 1

2

r∞
0 |Ks|

2ds,

其中(Ks)s∈R+是满足Nivikov可积性条件(2.8)的适应过程。由 Girsanov定理

2.1可知

B̂t := Bt +
w t

0
Ksds

是Q下的标准Brown 运动，因此 (4.3)可改写为

drt = µ̃(t, rt)dt+ σ(t, rt)dB̂t
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其中

µ̃(t, rt) := µ(t, rt)− σ(t, rt)Kt.

一般基于市场数据通过统计估计，被称为“风险的市场价格”的过程 Kt要

被确定下来。

今后为了方便我们将假设Kt = 0；另一方面我们假设P是在这个市场中所
使用的鞅测度。

马氏性表明马氏过程(Xs)s∈R+在时刻t之后的未来状态仅取决于其在时刻t的

状态而不依赖于 时刻t之前的任何历史状态。这可以用条件期望描述成：

对所有大于t的时刻t1, . . . , tn和Rn上所有充分可积函数 f，

E[f(Xt1 , . . . , Xtn) | Ft] = E[f(Xt1 , . . . , Xtn) | Xt, ]

详情请参阅附录 A。

我们将用到下面的基本性质，参见文献[Pro05]的定理 V-32。

性性性质质质 4.1. 形如(4.3)的随机微分方程的所有解都具有马氏性。

由此得到，套利价格 P (t, T )满足

P (t, T ) = EQ

[
e−

r T
t rsds

∣∣∣ Ft]
= EQ

[
e−

r T
t rsds

∣∣∣ rt] ,
且依赖于rt的条件仅代替了到时刻t为止的已有信息 Ft的条件。这样，它就
成了关于rt的一个函数 F (t, rt):

P (t, T ) = F (t, rt),

这意味着定价问题现在被公式化为寻找函数F (t, x)。

§4.3 无无无套套套利利利和和和鞅鞅鞅性性性

现在我们的目标是对F (t, rt) = P (t, T )应用Itô算子来推导满足 F (t, x)的

偏微分方程。由Itô公式定理 1.8我们有
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d
(

e−
r t
0 rsdsP (t, T )

)
= −rte−

r t
0 rsdsP (t, T )dt+ e−

r t
0 rsdsdP (t, T )

= −rte−
r t
0 rsdsF (t, rt)dt+ e−

r t
0 rsdsdF (t, rt)

= −rte−
r t
0 rsdsF (t, rt)dt+ e−

r t
0 rsds

∂F

∂x
(t, rt)(µ̃(t, rt)dt+ σ(t, rt)dB̂t)

+e−
r t
0 rsds

(
1

2
σ2(t, rt)

∂2F

∂x2
(t, rt)dt+

∂F

∂t
(t, rt)dt

)
= e−

r t
0 rsdsσ(t, rt)

∂F

∂x
(t, rt)dB̂t

+e−
r t
0 rsds

(
−rtF (t, rt) + µ̃(t, rt)

∂F

∂x
(t, rt)

+
1

2
σ2(t, rt)

∂2F

∂x2
(t, rt) +

∂F

∂t
(t, rt)

)
dt. (4.4)

下面，注意到我们有

e−
r t
0 rsdsP (t, T ) = e−

r t
0 rsdsEQ

[
e−

r T
t rsds

∣∣∣ Ft]
= EQ

[
e−

r t
0 rsdse−

r T
t rsds

∣∣∣ Ft]
= EQ

[
e−

r T
0 rsds

∣∣∣ Ft]
因此

t 7→ e−
r t
0 rsdsP (t, T )

是一个鞅（参阅附录 A）因为对任意的 0 < u < t我们有:

EQ

[
e−

r t
0 rsdsP (t, T )

∣∣∣ Fu] = EQ

[
EQ

[
e−

r T
0 rsds

∣∣∣ Ft] ∣∣∣ Fu]
= EQ

[
e−

r T
0 rsds

∣∣∣ Fu]
= EQ

[
e−

r u
0 rsdse−

r T
u rsds

∣∣∣ Fu]
= e−

r u
0 rsdsEQ

[
e−

r T
u rsds

∣∣∣ Fu]
= e−

r u
0 rsdsP (u, t).

由此可知，（再次参考[Pro05] 72页的引理 1） 上面的表达式

d
(

e−
r t
0 rsdsP (t, T )

)
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应该只包含dB̂t的各项，这意味着在(4.4)中dt的所有项都应该消失。 由此

可得等式

−rtF (t, rt) + µ̃(t, rt)
∂F

∂x
(t, rt) +

1

2
σ2(t, rt)

∂2F

∂x2
(t, rt) +

∂F

∂t
(t, rt) = 0,

这可以在下一个性质中重新描述。

命命命题题题 4.1. P (t, T ) = F (t, rt)的债券定价偏微分方程可被改写为

xF (t, x) = µ̃(t, x)
∂F

∂x
(t, x) +

1

2
σ2(t, x)

∂2F

∂x2
(t, x) +

∂F

∂t
(t, x), (4.5)

服从终端条件

F (T, x) = 1. (4.6)

条件 (4.6)是由于P (T, T ) = 1$. 另一方面，(
e−

r t
0 rsdsP (t, T )

)
t∈[0,T ]

和 (P (t, T ))t∈[0,T ]

分布满足随机微分方程

d
(

e−
r t
0 rsdsP (t, T )

)
= e−

r t
0 rsdsσ(t, rt)

∂F

∂x
(t, rt)dB̂t

和

dP (t, T ) = P (t, T )rtdt+ σ(t, rt)
∂F

∂x
(t, rt)dB̂t,

即

dP (t, T )

P (t, T )
= rtdt+

σ(t, rt)

P (t, T )

∂F

∂x
(t, rt)dB̂t

= rtdt+ σ(t, rt)
∂ logF

∂x
(t, rt)dB̂t.

§4.4 偏偏偏微微微分分分方方方程程程的的的解解解: 概概概率率率方方方法法法

我们的目标现在是解偏微分方程 (4.5) 通过直接计算条件期望

P (t, T ) = EQ

[
e−

r T
t rsds

∣∣∣ Ft] . (4.7)
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我们将假设短期利率 (rt)t∈R+ 可表示成

rt = g(t) +
w t

0
h(t, s)dBs,

其中 g(t) 和 h(t, s) 是确定的函数， 这是[Vaš77]模型中的一个特例。

令u ∨ t = max(u, t), 由Wiener积分是Gauss随机变量的事实（性质 1.3）

和Gauss特征函数 (11.1)以及条件期望的性质 (a)，参阅附录 A，我们有

P (t, T ) = EQ

[
e−

r T
t rsds

∣∣∣ Ft]
= EQ

[
e−

r T
t (g(s)+

r s
0 h(s,u)dBu)ds

∣∣∣ Ft]
= e−

r T
t g(s)dsEQ

[
e−σ

r T
t

r s
0 h(s,u)dBuds

∣∣∣ Ft]
= e−

r T
t g(s)dsEQ

[
e−

r T
0

r T
u∨t h(s,u)dsdBu

∣∣∣ Ft]
= e−

r T
t g(s)dse−

r t
0

r T
u∨t h(s,u)dsdBuEQ

[
e−

r T
t

r T
u∨t h(s,u)dsdBu

∣∣∣ Ft]
= e−

r T
t g(s)dse−

r t
0

r T
t h(s,u)dsdBuEQ

[
e−

r T
t

r T
u h(s,u)dsdBu

∣∣∣ Ft]
= e−

r T
t g(s)dse−

r t
0

r T
t h(s,u)dsdBuEQ

[
e−

r T
t

r T
u h(s,u)dsdBu

]
= e−

r T
t g(s)dse−

r t
0

r T
t h(s,u)dsdBue

1
2

r T
t (

r T
u h(s,u)ds)

2
du.

回顾在[Vaš77]模型中，即短期利率是以下方程的解

drt = (a− brt)dt+ σdBt,

且风险的市场价格为 Kt = 0，我们得到显示解，参考练习 1.3和练习 3.1:

rt = r0e−bt +
a

b
(1− e−bt) + σ

w t

0
e−b(t−s)dBs, (4.8)

因此由上述计算可得

P (t, T ) = EQ

[
e−

r T
t rsds

∣∣∣ Ft]
= e−

r T
t (r0e−bs+a

b
(1−e−bs))dse−σ

r t
0

r T
t e−b(s−u)dsdBu

×eσ
2/2

r T
t (

r T
u e−b(s−u)ds)

2
du

= e−
r T
t (r0e−bs+a

b
(1−e−bs))dse−

σ
b

(1−e−b(T−t))
r t
0 e−b(t−u)dBu

×e
σ2

2

r T
t e2bu

(
e−bu−e−bT

b

)2

du
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= e−
rt
b

(1−e−b(T−t))+ 1
b
(1−e−b(T−t))(r0e−bt+a

b
(1−e−bt))

×e
−

r T
t (r0e−bs+a

b
(1−e−bs))ds+σ2

2

r T
t e2bu

(
e−bu−e−bT

b

)2

du

= eC(T−t)rt+A(T−t),

其中

C(T − t) = −1

b
(1− e−b(T−t)),

且

A(T − t) =
1

b
(1− e−b(T−t))(r0e−bt +

a

b
(1− e−bt))

−
w T

t
(r0e−bs +

a

b
(1− e−bs))ds

+
σ2

2

w T

t
e2bu

(
e−bu − e−bT

b

)2

du

=
1

b
(1− e−b(T−t))(r0e−bt +

a

b
(1− e−bt))

−r0

b
(e−bt − e−bT )− a

b
(T − t) +

a

b2
(e−bt − e−bT )

+
σ2

2b2

w T

t

(
1 + e−2b(T−u) − 2e−b(T−u)

)
du

=
a

b2
(1− e−b(T−t))(1− e−bt)− a

b
(T − t) +

a

b2
(e−bt − e−bT )

+
σ2

2b2
(T − t) +

σ2

2b2
e−2bT

w T

t
e2budu− σ2

b2
e−bT

w T

t
ebudu

=
a

b2
(1− e−b(T−t)) +

σ2 − 2ab

2b2
(T − t)

+
σ2

4b3
(1− e−2b(T−t))− σ2

b3
(1− e−b(T−t))

=
4ab− 3σ2

4b3
+
σ2 − 2ab

2b2
(T − t)

+
σ2 − ab
b3

e−b(T−t) − σ2

4b3
e−2b(T−t).

[Vaš77]模型中计算P (t, T )的另一种方法见练习 4.2。

注意到更一般地，如 (3.1)式中定义的所有短期利率仿射模型包括 Vasicek

模型都服从债券定价公式

P (t, T ) = eA(T−t)+C(T−t)rt ,
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详情参阅[BM06]的 § 3.2.4. .

§4.5 偏偏偏微微微分分分方方方程程程的的的解解解: 分分分析析析方方方法法法

在本节中我们将假设标的短期利率过程是(4.3)中Vasicek过程的解。为

了用分析的方法求解偏微分方程(4.5)我们要找到一个形如

F (t, x) = eA(T−t)+xC(T−t) (4.9)

的解， 其中 A 和 C是在条件A(0) = 0和 C(0) = 0 下要确定的函数。 将

(4.9) 带入偏微分方程 (4.5) 得到微分方程组
−A′(s) = 1− aC(s)− σ

2
C2(s)

−C ′(s) = bC(s) + 1,

这可求解得到

A(s) =
4ab− 3σ2

4b3
+ s

σ2 − 2ab

2b2
+
σ2 − ab
b3

e−bs − σ2

4b3
e−2bs

和

C(s) = −1

b
(1− e−bs).

作为验证我们很容易看出上面给出的C(s)和A(s)满足

bC(s) + 1 = −e−bs = −C ′(s),

和

aC(s) +
σ2C2(s)

2
− 1 = −1

b
(1− e−bs) +

σ2

2b2
(1− e−bs)2 − 1

=
σ2 − 2ab

2b2
− σ2 − ab

b2
e−bs +

σ2

2b2
e−2bs

= A′(s).
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-0.5
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图 4.1 t 7→ Bt的图形.

§4.6 数数数值值值模模模拟拟拟

给定如图 4.1中表示的Brown 运动的路径，

图 4.2展示了 r0 = a/b = 5%时Vasicek模型中t 7→ rt的随机模拟，即该过程

的均值是回归于其初始值r0 = 5%。注意到图 4.2中的利率在很短的期间内

变成了负数，这对利率还说是不正常的，但是 却又可能发生。 [Bas日].

-0.02

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0  5  10  15  20

图 4.2 t 7→ rt的图形.

图 4.3展示了在相同的Vasicek模型中 t 7→ P (t, T )的随机模拟。对于a = b =

σ = 0确定出的债券价格的图形也在图 4.3给出。
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 0.3
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图 4.3 t 7→ P (t, T )和 t 7→ e−r0(T−t)的图形.

最后我们分别在图 4.4 和 4.5中考虑函数A和C的图形。

-0.9

-0.8

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0  5  10  15  20

图 4.4 t 7→ A(T − t)的图形.

在界定模型中很有用的价格偏微分方程的解在图 4.6中给出。
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图 4.5 t 7→ C(T − t)的图形.
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 1

t

x

图 4.6 (x, t) 7→ exp(A(T − t) + xC(T − t))的图形.

§4.7 练练练习习习

练习 4.1. 考虑常数参数的Ho-Lee模型中的短期利率过程 (rt)t∈R+ :

drt = θdt+ σdWt,

且设 P (t, T )将表示为该模型中零息债券的无套利价格:

P (t, T ) = EP

[
exp

(
−

w T

t
rsds

) ∣∣∣ Ft] , 0 ≤ t ≤ T. (4.10)

1. 说明定义为的函数F (t, x)满足债券价格的偏微分方程

F (t, x) = EP

[
exp

(
−

w T

t
rsds

) ∣∣∣ rt = x

]
, 0 ≤ t ≤ T.
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2. 从条件期望形式的表达式 (4.10)计算套利价格 F (t, rt) = P (t, T )。

3. 验证在问题2中计算出来的函数F (t, x)确实满足问题1中推导出来的偏

微分方程。

练习 4.2. 考虑随机微分方程
dXt = −bXtdt+ σdBt, t > 0,

X0 = 0.

(4.11)

生成信息流(Ft)t∈R+， 其中 b 和 σ 是正值参数且 (Bt)t∈R+是P下的标
准Brown运动。

rt = r +Xt, t ∈ R+,

其中 r > 0 是一个给定的常数。回顾一下，由马氏性可知一个零息债券的

套利价格

P (t, T ) = EP

[
exp

(
−

w T

t
rsds

) ∣∣∣ Ft] , 0 ≤ t ≤ T.

是一个关于t和Xt的函数 F (t,Xt) = P (t, T )。

1. 运用Itô算子，推导函数(t, x) 7→ F (t, x)所满足的偏微分方程。

2. 求解随机微分方程 (4.11).

3. 证明 w t

0
Xsds = −σ

b

(w t

0
(e−b(t−s) − 1)dBs

)
, t > 0.

4. 证明对于任意的 0 ≤ t ≤ T ,

w T

t
Xsds = −σ

b

(w t

0
(e−b(T−s) − e−b(t−s))dBs +

w T

t
(e−b(T−s) − 1)dBs

)
.

5. 证明

E
[w T

t
Xsds

∣∣∣ Ft] = −σ
b

w t

0
(e−b(T−s) − e−b(t−s))dBs.
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随机利率模型及相关衍生品定价

6. 证明

E
[w T

t
Xsds

∣∣∣ Ft] =
Xt

b
(1− e−b(T−t)).

7. 证明

Var

[w T

t
Xsds

∣∣∣ Ft] =
σ2

b2

w T

t
(e−b(T−s) − 1)2ds.

8. 给定Ft，
w T

t
Xsds是什么?

9. 由条件期望形式的表达式(4.10)计算套利价格P (t, T )并证明

P (t, T ) = eA(t,T )−r(T−t)+XtC(t,T ),

其中 C(t, T ) = 1
b
(e−b(T−t) − 1) 和

A(t, T ) =
σ2

2b2

w T

t
(e−b(T−s) − 1)2ds.

10. 验证在问题 9中显示计算出来的函数 F (t, x) = eA(t,T )+r(T−t)+xC(t,T ) 确

实是问题 1中推导出的偏微分方程的解。

练习 4.3. (练习 3.2 续). 写出债券价格函数

F (t, x) = E
[
e−

r T
t rsds

∣∣∣ rt = x
]

的偏微分方程，并证明当α = 0时，相应的债券价格 P (t, T ) 等于

P (t, T ) = e−B(T−t)rt , 0 ≤ t ≤ T,

其中

B(x) =
2(eγx − 1)

2γ + (β + γ)(eγx − 1)
,

并有 γ =
√
β2 + 2σ2.

练习 4.4. 设 (rt)t∈R+ 表示短期利率过程。对于任意的 T > 0，设 P (t, T )表

示在时刻 t ∈ [0, T ]的由随机微分方程

dP (t, T )

P (t, T )
= rtdt+ σTt dBt, 0 ≤ t ≤ T, (4.12)
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定义的零息债券在终端条件P (T, T ) = 1下的价格， 其中 (σTt )t∈[0,T ] 是一个

适应过程。设 远期利率测度 PT定义为

IE

[
dPT
dP

∣∣∣ Ft] =
P (t, T )

P (0, T )
e−

r t
0 rsds, 0 ≤ t ≤ T.

回顾前面知

BT
t := Bt −

w t

0
σTs ds, 0 ≤ t ≤ T,

是一个在PT下的标准布朗运动。

1. 求解随机微分方程 (4.12).

2. 求出折扣债券价格过程所满足的随机微分方程

t 7→ e−
r t
0 rsdsP (t, T ), 0 ≤ t ≤ T,

并证明它是一个鞅。

3. 证明

IE
[
e−

r T
0 rsds

∣∣∣ Ft] = e−
r t
0 rsdsP (t, T ), 0 ≤ t ≤ T.

4. 证明

P (t, T ) = IE
[
e−

r T
t rsds

∣∣∣ Ft] , 0 ≤ t ≤ T.

5. 计算 P (t, S)/P (t, T ), 0 ≤ t ≤ T , 并证明它是在PT下的鞅且

P (T, S) =
P (t, S)

P (t, T )
exp

(w T

t
(σSs − σTs )dBT

s −
1

2

w T

t
(σSs − σTs )2ds

)
.

练习 4.5. (练习 1.8 续). 假设某零息债券的价格P (t, T )被模拟为

P (t, T ) = e−µ(T−t)+XT
t , t ∈ [0, T ],

其中µ > 0。证明终端条件 P (T, T ) = 1 成立。
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第第第五五五章章章 远远远期期期利利利率率率模模模拟拟拟

本章中我们基于无套利理论用 4章中的零息债券的结构来定义远期利

率和远期瞬时利率。并且我们还考虑远期利率的参数问题。

§5.1 远远远期期期合合合约约约

金融机构常常需要在当前时刻t时获得一笔在未来的时间段[T, S]内利

率为r(t, T, S), t ≤ T ≤ S的贷款。这种远期利率合约使得其持有者获得

一笔在当前时刻t确定而在未来时间段[T, S]拥有的贷款。 换句话说，在时

刻t一个投资者需要一笔在未来时间段[T, S]内的贷款且要在时刻S偿还一个

单位资金。

这笔贷款中所用的利率表示为f(t, T, S)并称之为远期利率。 在此我们感兴

趣的是如何利用债券市场的工具，也就是对于不同的 到期日T > t的债券

价格 P (t, T )来确定这个利率的无套利或者“公平”价格。

这笔贷款可用市场中现有的债券通过以下两个步骤来实现：

1) 在时刻t以价格P (t, S)借入 1$，并在时刻S归还。

2) 由于只在时刻T需要资金，只要在时间区间[t, T ]内投资数量为P (t, S)

到期日为T的债券，这将使得在时刻T获得P (t, S)/P (t, T )。

最终该投资者将在时刻T收入P (t, S)/P (t, T )并在时刻S偿还一个单位的金

额。

相应的远期利率f(t, T, S), 0 ≤ t ≤ T ≤ S由以下关系式给出

exp ((S − T )f(t, T, S)) =

(
P (t, S)

P (t, T )

)−1

,

这导出了以下定义。

定定定义义义 5.1. 时刻t时的在[T, S]贷款的远期利率 f(t, T, S)由下式给出

f(t, T, S) = − logP (t, S)− logP (t, T )

S − T
.
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 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 4.5

 5

 0  5  10  15  20  25  30

years

Forward interest rate

TimeSerieNb 505
AsOfDate 7mai03
2D 2,55
1W 2,53
1M 2,56
2M 2,52
3M 2,48
1Y 2,34
2Y 2,49
3Y 2,79
4Y 3,07
5Y 3,31
6Y 3,52
7Y 3,71
8Y 3,88
9Y 4,02
10Y 4,14
11Y 4,23
12Y 4,33
13Y 4,4
14Y 4,47
15Y 4,54
20Y 4,74
25Y 4,83
30Y 4,86

图 5.1 T 7→ f(t, T, T + δ)的图像.

即期利率 F (t, T ) 由下式给出

F (t, T ) := f(t, t, T ) = − logP (t, T )

T − t
.

图 5.1给出了LIBOR（伦敦银行间同业拆借利率）市场中t =2003年5月7日，δ =6个

月的远期利率的一条典型曲线。回顾Vasicek模型，即当短期利率过程为以

下方程的解时，

drt = (a− brt)dt+ σdBt

我们有

P (t, T ) = eC(T−t)rt+A(T−t)

其中

C(T − t) = −1

b
(1− e−b(T−t))

且

A(T − t) =
4ab− 3σ2

4b3
+
σ2 − 2ab

2b2
(T − t) +

σ2 − ab
b3

e−b(T−t) − σ2

4b3
e−2b(T−t),

见 4章，因此

logP (t, T ) = A(T − t) + rtC(T − t)
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随机利率模型及相关衍生品定价

且

f(t, T, S) = − logP (t, S)− logP (t, T )

S − T

= −rt(C(S − t)− C(T − t)) + A(S − t)− A(T − t))
S − T

= −σ
2 − 2ab

2b2

− 1

S − T

((
rt
b

+
σ2 − ab
b3

)
(e−b(S−t) − e−b(T−t))

− σ
2

4b3
(e−2b(S−t) − e−2b(T−t))

)
.

在该模型中远期利率t 7→ f(t, T, S)可被重新表示如图 5.2，在此b/a >

r0。

 0.03

 0.035

 0.04

 0.045

 0.05

 0  2  4  6  8  10  12  14

t

f(t,T,S)

图 5.2 远期利率过程 t 7→ f(t, T, S).

注意到远期利率曲线当t取较小值时是直的。该模型问题将在多维模型的框

架下在 8章中重新考虑。

§5.2 瞬瞬瞬时时时远远远期期期利利利率率率

瞬时远期利率 f(t, T ) 定义为当 S ↘ T时f(t, T, S)的极限， 即

f(t, T ) : = − lim
S↘T

logP (t, S)− logP (t, T )

S − T

" 51

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html


N. Privault

= − lim
ε↘0

logP (t, T + ε)− logP (t, T )

ε

= −∂ logP (t, T )

∂T

= − 1

P (t, T )

∂P (t, T )

∂T
.

上述方程可被看作是在初始条件P (T, T ) = 1下求解关于logP (t, T )的微分

方程，这可得

logP (t, T ) = logP (t, T )− logP (t, t)

=
w T

t

∂ logP (t, s)

∂s
ds

= −
w T

t
f(t, s)ds,

因此

P (t, T ) = exp

(
−

w T

t
f(t, s)ds

)
, 0 ≤ t ≤ T. (5.1)

远期利率f(t, T, S)可以由瞬时远期利率f(t, s)重新得到：

f(t, T, S) =
1

S − T

w S

T
f(t, s)ds, (5.2)

0 ≤ t ≤ T < S. (rs)s∈R+是一个确定的函数，我们有

P (t, T ) = exp

(
−

w T

t
f(t, s)ds

)
= exp

(
−

w T

t
rsds

)
, (5.3)

0 ≤ t ≤ T，因此瞬时远期利率f(t, T )也是一个确定的函数并且与t无关：

f(t, T ) = rT , 0 ≤ t ≤ T,

并且远期利率 f(t, T, S)由

f(t, T, S) =
1

S − T

w S

T
rsds, 0 ≤ t ≤ T < S

给出，这是确定利率 rs在时间区间[T, S]内的均值。

更进一步，在(rs)s∈R+与时间无关且等于常数r > 0的情形下，所有的利率

是一致的且都等于r:
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随机利率模型及相关衍生品定价

rs = f(t, s) = f(t, T, S) = r, 0 ≤ t ≤ T ≤ s < S.

例如，在 §5.1章中考虑的Vasicek随机利率模型我们有

f(t, T ) : = −∂ logP (t, T )

∂T
(5.4)

= rte
−b(T−t) +

a

b
(1− e−b(T−t))− σ2

2b2
(1− e−b(T−t))2,

且由该公式易得等式 limT↘t f(t, T ) = rt。

在该模型中瞬时远期利率 t 7→ f(t, T )可重新表示如图 5.3, 其中 t = 0 且

b/a > r0:

 0.06

 0.07

 0.08

 0.09

 0.1

 0.11

 0.12

 0.13

 0  2  4  6  8  10  12  14  16  18  20

t

f(t,T)

图 5.3 瞬时远期利率 t 7→ f(t, T ).

在另一方面，瞬时远期利率 T 7→ f(t, T ) 可重新表示如图 5.4, 其中 t = 0

且 b/a > r0.
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 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 0  5  10  15  20

图 5.4 瞬时远期利率 T 7→ f(0, T ).

§5.3 短短短期期期利利利率率率

标的短期利率过程(rt)t∈R+可由其和债券价格的关系式得到

P (t, T ) = E
[
exp

(
−

w T

t
rsds

) ∣∣∣ rt] .
实际上我们有

∂P

∂T
(t, T ) =

∂

∂T
E
[
exp

(
−

w T

t
rsds

) ∣∣∣ rt]
= E

[
∂

∂T
exp

(
−

w T

t
rsds

) ∣∣∣ rt]
= −E

[
rT exp

(
−

w T

t
rsds

) ∣∣∣ rt] ,
因此

lim
T↘t

∂P

∂T
(t, T ) = −E[rt|rt] = −rt,

且瞬时远期利率的极限 limT↘t f(t, T )等于短期利率rt，即

lim
T↘t

f(t, T ) = − lim
T↘t

1

P (t, T )

∂P (t, T )

∂T
= rt,

因为 limT↘t P (t, T ) = 1。

注意到在Vasicek模型中由关系式(5.4)易得等式 limT↘t f(t, T ) = rt。
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随机利率模型及相关衍生品定价

§5.4 远远远期期期利利利率率率的的的参参参数数数化化化

图 5.4中表示的远期利率曲线和图 5.1中的市场数据曲线相似，（例

如，它们都是递增的）， 然而显然它没有远期利率曲线中的一些经典特

征，比如在图形左边的下凹。由于这个原因，引入了其他的远期利率参数

化。

随后我们将频繁使用Musiela的记号，即我们将用

g(x) = f(t, t+ x) = f(t, T ),

来代替x = T − t, x ≥ 0.

Nelson-Siegel 参参参数数数化化化

曲线族通过4个参数z1, z2, z3, z4来参数化为

g(x) = z1 + (z2 + z3x)e−xz4 , x ≥ 0.

对z1 = 1, z2 = −10, z3 = 100, z4 = 10用Nelson-Siegel参数化得到的图例在

图 5.5给出。

-10

-8

-6

-4

-2

 0

 2

 4

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

z1+(z2+xz3)exp(-xz4)

图 5.5 Nelson-Siegel模型中x 7→ g(x)的图形。
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Svensson 参参参数数数化化化

Svensson曲线族的优点是使曲线有两处下凹而不是一处，下凹处和下

凹深度可通过6个参数z1, z2, z3, z4, z5, z6来调整为

g(x) = z1 + (z2 + z3x)e−xz4 + z5xe−xz6 , x ≥ 0.

对于z1 = 7, z2 = −5, z3 = −100, z4 = 10, z5 = −1/2, z6 = 1，一个典型

的Svensson参数化的图形在图 5.6中给出。

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 4.5

 5

 0  5  10  15  20  25  30

lambda

x->z1+(z2+z3*x)*exp(-x*z4)+z5*x*exp(-z6*x)

图 5.6 Svensson模型中 x 7→ g(x)的图形。

§5.5 曲曲曲线线线估估估计计计

一个估计远期曲线的简单办法是基于到期日为T1, T2, . . . , Tn的债券价

格(P (t, Tk))k=1,...n的市场数据是假设瞬时 远期利率是一个阶梯函数：

g(x) =
n∑
k=1

αk1]Tk−1,Tk](x),

令T0 = 0。 这种情形下我们有关系式

P (t, Tk)

P (t, Tk−1)
= exp

(
−

w Tk

Tk−1

g(x)dx

)
= exp (−αk(Tk − Tk−1)) ,
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因此

αk = − 1

Tk − Tk−1

log
P (t, Tk)

P (t, Tk−1)
, k = 1, . . . , n.

引入关于g(x)的某种光滑性质，例如二次可微性，我们可以得到一个更实

际的估计。 这样，g(x)的估计可由最小化问题得出。

min
g

(
λ

w Tn

0
|g′′(x)|2dx+

n∑
k=1

βk

∣∣∣ P (t, Tk)

P (t, Tk−1)
− exp

(
−

w Tk

Tk−1

g(x)dx

) ∣∣∣2)

其中 β1, . . . , βn 和 λ 是正参数。

§5.6 练练练习习习

练习 5.1. (练习 4.1 续).

1. 计算该模型中的远期利率f(t, T, S)。

2. 计算该模型中的远期瞬时利率f(t, T )。

练习 5.2. (练习 4.2 续).

1. 计算远期利率

f(t, T, S) = − logP (t, S)− logP (t, T )

S − T
.

2. 计算远期瞬时利率

f(t, T ) = lim
S↘T

f(t, T, S).

练习 5.3. (练习 4.5 续).

1. 计算远期利率

f(t, T, S) = − 1

S − T
(logP (t, S)− logP (t, T )).
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2. 计算瞬时远期利率

f(t, T ) = − lim
S↘T

1

S − T
(logP (t, S)− logP (t, T )).

3. 证明在 L2(Ω)中不存在极限 lim
T↘t

f(t, T ).

4. 证明 P (t, T ) 满足随机微分方程

dP (t, T )

P (t, T )
= σdBt +

1

2
σ2dt− logP (t, T )

T − t
dt, t ∈ [0, T ].

5. 利用练习 4.5-(4)的结果，证明

P (t, T ) = IE
[
e−

r T
t rTs ds

∣∣∣ Ft] ,
其中 (rTt )t∈[0,T ] 是一个待定过程。
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第第第六六六章章章 Heath-Jarrow-Morton (HJM)模模模型型型

本章中我们将介绍HJM模型[HJM92]，在这个模型中远期利率的演变

是无限维的，并且可以看成是在 某个函数空间中取值的随机过程。我们同

时介绍HJM无套利条件，在这个条件下，我们将得到时间相依的短期 利率

模型，例如Hull-White 模型。

§6.1 目目目标标标重重重述述述

在进行下一步讨论之前我们先回顾本章的目标：

1. 找到一个描述标的（远期）利率的（随机）模型。

2. 推导以关于模型参数的函数来表示的（期权）定价公式。

3. 通过使所计算的价格与市场价格吻合来界定模型的参数。

4. 利用模型界定的参数来计算“新”的产品价格。

我们可以考虑关于利率的哪种期权呢?

利率上限是利率期权的一个标准例子。一个利率上限将能保护 借款方免受

利率超过一定水平κ的风险。比如说，一个以在时刻 T到期的短期利率为

标的利率上限的损益用利率（基本）点表示等于

rT −min(κ, rT ) = (rT − κ)+.

然而在实际中这种类型的利率上限作用不大，因为：

a) 在时刻T的瞬时利率rT不是一个可交易的资产，

b) rT 是一个只有在很短的时间区间[T, T + dt]内才有意义的利率。
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关于前面所述的(a)点，债券价格 P (T, S)是一个可交易的资产，并在

马氏条件下可以写成rT的函数

P (T, S) = F (T, rT ),

这样损益为

(K − P (T, S))+ = (K − F (T, rT ))+

的期权也就有意义了。

至于(b)点，可以考虑关于在一个给定时间区间内的短期利率的均值的

利率上限，它的损益为

max

(
κ,

1

S − T

w S

T
rsds

)
,

然而这个均值需要直到时刻S为止的信息，并且除了 短期利率是确定的情

况之外，它不是直接与债券价格联系在一起的。

回顾当(rt)t∈R+是确定的情形，这个均值等于远期利率

f(t, T, S) =
1

S − T

w S

T
rsds,

参考关系式 (5.3)，这样在一般情况下远期利率就可以通过对瞬时利

率f(t, s)取均值得到

f(t, T, S) =
1

S − T

w S

T
f(t, s)ds,

参考关系式 (5.2).

在实际中，利率期权合约一般是关于远期利率而不是短期利率过程(rt)t∈R+来

订立的。除此之外，由于远期利率f(t, T, S)是在时刻t时已知的 (即它是 Ft-
可测的)，则考虑关于远期即时利率

f(T, T, S) =
1

S − T

w S

T
f(T, s)ds

的期权更有意义，从上述表达式可看出远期即时利率在时刻t是随机的（更

准确地说， 它是FT可测的，但不是Ft可测的）。
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这样一个利率上限的损益函数一般都有以下的形式

max (κ, f(T, T, S)) = κ+ (f(T, T, S)− κ)+ .

选择另一个不同的损益函数，合约的损益的形式为

(
K − e−(S−T )f(T,T,S)

)+
=

(
K − exp

(
−

w S

T
f(T, s)ds

))+

= (K − P (T, S))+ ,

并且其中包含关于债券价格P (T, S) = e−(S−T )f(T,T,S)的标准欧式看涨期权。

这引导我们思考如何来模拟远期利率 f(t, T, S)这个重要的问题；确切地说

我们将在下一节开始 考虑瞬时远期利率f(t, T )建模。

在图 6.1中给出的形状表明了用Musiela卷积 来模拟远期利率曲线随机演变

的可能性，即对所有的t ∈ R+，可给出瞬时远期利率曲线x 7→ f(t, t+x)的

样本。

§6.2 远远远期期期 Vasicek 利利利率率率

回顾Vasicek模型，瞬时远期利率过程 (5.4) 由下式给出

f(t, T ) = rte
−b(T−t) +

a

b
(1− e−b(T−t))− σ2

2b2
(1− e−b(T−t))2

= rte
−b(T−t) − aC(T − t)− σ2

2
C2(T − t),

参考关系式 (5.4)，其中

C(x) = −1

b
(1− e−bx), x ∈ R+.

短期利率过程是如下方程的解

drt = (a− brt)dt+ σdBt, (6.1)
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Forward rate
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图 6.1 远期利率的随机过程.

其中

rt = e−btr0 +
a

b
(1− e−bt) + σ

w t

0
e−b(t−s)dBs

= f(0, t) +
σ2

2b2
(1− e−bt)2 + σ

w t

0
e−b(t−s)dBs,

其中

f(0, t) = e−btr0 +
a

b
(1− e−bt)− σ2

2b2
(1− e−bt)2, t ∈ R+,

是确定的。

下面我们来设定在Vasicek模型中远期利率过程(f(t, T ))t∈[0,T ]的动力系统。

我们有

dtf(t, T )

= e−b(T−t)drt + be−b(T−t)rtdt+ aC ′(T − t)dt+ σ2C(T − t)C ′(T − t)dt

= (a− brt)e−b(T−t)dt+ σe−b(T−t)dBt + be−b(T−t)rtdt

−aC ′(T − t)dt+ σ2C(T − t)C ′(T − t)dt

= −σ2C(T − t)e−b(T−t)dt+ σe−b(T−t)dBt
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= e−b(T−t)
σ2

b
(1− e−b(T−t))dt+ σe−b(T−t)dBt

= σ2e−b(T−t)
w T

t
eb(t−s)dsdt+ σe−b(T−t)dBt.

因此 dtf(t, T ) 可写成

dtf(t, T ) = α(t, T )dt+ σ(t, T )dBt

其中 σ(t, T ) = σe−b(T−t) 且

α(t, T ) = σ2e−b(T−t)
w T

t
e−b(s−t)ds (6.2)

= σ(t, T )
w T

t
σ(t, s)ds.

在下一节中我们将看到关于α(t, T ) 和 σ(t, T )关系式 (6.2)是不一致的，但

却是远期利率动力系统 无套利假设的一个一般结果。并且注意到(6.1)中

的参数 a在上式(6.2)中消失了。Vasicek瞬时远期利率的一个随机模拟 在图

6.2中给出。

 0
 1

 2
 3

 4
 5

 6
 7

 8
x  0

 5

 10

 15

 20

t

 0.03

 0.035

 0.04

 0.045

 0.05

 0.055

 0.06

 0.065

 0.07

图 6.2 Vasicek模型下的远期瞬时利率曲线(t, x) 7→ f(t, t+ x).

回顾对于x = 0曲面的第一个“切片”正式短期利率Vasicek过程rt =

f(t, t) = f(t, t+ 0)，这在图 6.3中通过另 一种离散化方法给出。
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图 6.3 Vasicek模型下的短期利率曲线t 7→ rt .

注意到对固定的t，所有的Vasicek瞬时远期曲线收敛于“长期”利率，即当

x 趋于无穷时，

lim
x→∞

f(t, t+ x) = lim
T→∞

f(t, T ) =
a

b
− σ2

2b2
.

用Musiela 记号(x = T − t)表示我们有e

f(t, T ) = f(t, t+ x) = rte
−bx +

a

b
(1− e−bx)− σ2

2b2
(1− e−bx)2

=
a

b
− σ2

2b2
+

(
rt −

a

b
+
σ2

b2

)
e−bx − σ2

2b2
e−2bx,

因此对所有的 t > 0，Vasicek模型中的瞬时远期曲线“存在”于由以下函数

产生的空间

x 7→ z1 + z2ez3x + z4ez5x, x ∈ R+, (6.3)

其中 

z1 =
a

b
− σ2

2b2
,

z2 = rt −
a

b
+
σ2

b2
,

z3 = −b,

z4 = −σ
2

2b
,

z5 = −2b.
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但不幸的是，这个函数空间既不属于 §5.4节中的Nelson-Siegel空间，也不

属于 §5.4节中的Svensson空间，参见 §3.5 of [Bjö04]。在Vasicek模型中这种

曲线的一条典型轨道在图 5.4中给出。 然而模拟在前一章中考虑的远期曲

线看起来并不是很实际，见图 6.4。

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 4.5

 5

 0  5  10  15  20  25  30

years

Forward interest rate

图 6.4 LIBOR远期利率的市场数据 T 7→ f(t, T, T + δ).

因此，形如

x 7→ g(x) = z1 + (z2 + z3x)e−xz4 + z5xe−xz6 , x ∈ R+,

的 Svesson 曲线看起来可得到一个更好的模拟，见图 5.6.

§6.3 远远远期期期即即即时时时利利利率率率的的的动动动力力力系系系统统统

在 HJM 模型中，瞬时远期利率 f(t, T )可用如下的随机微分方程来模

拟

dtf(t, T ) = α(t, T )dt+ σ(t, T )dBt, (6.4)

其中 t 7→ α(t, T ) 和 t 7→ σ(t, T ), 0 ≤ t ≤ T可以是随机（适应）过程。在上

述的等式中， 时刻 T 是固定的且微分dt是关于t的。

在Vasicek模型中参数α 和σ实际上是确定的且回顾上一节我们有

α(t, T ) = σ2e−b(T−t)
w T

t
e−b(T−s)ds, and σ(t, T ) = σe−b(T−t).
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下面，我们将确定远期即时利率的动力系统。在条件(6.4)下,

f(t, t, T ) =
1

T − t

w T

t
f(t, s)ds (6.5)

=
Xt

T − t
, 0 ≤ t ≤ T,

其中

Xt =
w T

t
f(t, s)ds = − logP (t, T ), 0 ≤ t ≤ T.

且 t 7→ f(t, s)的动力系统由 (6.4)给出。我们有

dtXt = −f(t, t)dt+
w T

t
dtf(t, s)ds

= −f(t, t)dt+
w T

t
α(t, s)dsdt+

w T

t
σ(t, s)dsdBt

= −rtdt+

(w T

t
α(t, s)ds

)
dt+

(w T

t
σ(t, s)ds

)
dBt,

因此

|dtXt|2 =

(w T

t
σ(t, s)ds

)2

dt,

且对于 C2函数 h 由伊藤公式可得

dth(t,Xt) =
∂h

∂t
(t,Xt)dt− rt

∂h

∂x
(t,Xt)dt+

w T

t
α(t, s)ds

∂h

∂x
(t,Xt)dt

+
w T

t
σ(t, s)ds

∂h

∂x
(t,Xt)dBt +

1

2

(w T

t
σ(t, s)ds

)2
∂2h

∂x2
(t,Xt)dt.

特别地，远期即时利率(6.5)的动力系统为

dtf(t, t, T ) =
Xt

(T − t)2
dt+

1

T − t
dtXt

=
f(t, t, T )

T − t
dt− rt

T − t
dt

+
1

T − t

w T

t
α(t, s)dsdt+

1

T − t

w T

t
σ(t, s)dsdBt.

在 Vasicek 模型中这给出了

dtf(t, t, T ) =
f(t, t, T )

T − t
dt− rt

T − t
dt

+
σ2

T − t

(w T

t
e−b(s−t)

w s

t
e−b(t−u)duds

)
dt+

σ

T − t

(w T

t
e−b(s−t)ds

)
dBt.
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§6.4 HJM 条条条件件件

一个重要的问题是在金融领域中在什么条件下等式(6.4)才有意义，特

别地在 (6.4)的什么条件下市场是无套利的。

在无套利的假设下，债券价格P (t, T )可被定义（见 4章）为

P (t, T ) = EQ
[
exp

(
−

w T

t
rsds

) ∣∣∣ Ft] .
在此框架下我们有

exp
(
−

w t

0
rsds

)
P (t, T ) = exp

(
−

w t

0
rsds

)
EQ
[
exp

(
−

w T

t
rsds

) ∣∣∣ Ft]
= EQ

[
exp

(
−

w t

0
rsds

)
exp

(
−

w T

t
rsds

) ∣∣∣ Ft]
= EQ

[
exp

(
−

w T

0
rsds

) ∣∣∣ Ft] ,
通过条件期望的塔式法则可知它是一个Q鞅，参见附录 A:

EQ
[
EQ
[
exp

(
−

w T

0
rsds

) ∣∣∣ Ft] ∣∣∣ Fu] = EQ
[
exp

(
−

w T

0
rsds

) ∣∣∣ Fu] ,
0 < u < t. 回顾在关系式 (5.1)中，瞬时远期利率f(t, s) 满足

P (t, T ) = exp

(
−

w T

t
f(t, s)ds

)
,

因此

exp
(
−

w t

0
rsds

)
P (t, T ) = exp

(
−

w t

0
rsds−

w T

t
f(t, s)ds

)
(6.6)

是一个 Q鞅， 0 ≤ t ≤ T .

由短期利率(rt)t∈R+的马氏性，上式可以改写为

P (t, T ) = EQ
[
exp

(
−

w T

t
rsds

) ∣∣∣ rt]
= F (t, rt).

由伊藤计算和鞅性，上式可得 4章中F (t, x)所满足的偏微分方程。

在此我们再次用相同的策略：
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1. 用伊藤计算对(6.6)进行求导。

2. 由于(6.6)在无套利条件下是一个鞅，我们可令它的微分项等于零。

由伊藤计算我们有

dte
−Xt = −e−XtdtXt +

1

2
e−Xt(dtXt)

2

= −e−XtdtXt +
1

2
e−Xt

(w T

t
σ(t, s)ds

)2

dt

= −e−Xt
(
−rtdt+

w T

t
α(t, s)dsdt+

w T

t
σ(t, s)dsdBt

)
+

1

2
e−Xt

(w T

t
σ(t, s)ds

)2

dt,

因此

dt exp

(
−

w t

0
rsds−

w T

t
f(t, s)ds

)
= dt exp

(
−

w t

0
rsds−Xt

)
= −rt exp

(
−

w t

0
rsds−Xt

)
dt

+ exp
(
−

w t

0
rsds

)
dte
−Xt

= −rt exp
(
−

w t

0
rsds−Xt

)
dt

− exp
(
−

w t

0
rsds−Xt

)
dtXt

+
1

2
exp

(
−

w t

0
rsds−Xt

)(w T

t
σ(t, s)ds

)2

dt

= −rt exp
(
−

w t

0
rsds−Xt

)
dt

− exp
(
−

w t

0
rsds−Xt

)(
−rtdt+

w T

t
α(t, s)dsdt+

w T

t
σ(t, s)dsdBt

)
+

1

2
exp

(
−

w t

0
rsds−Xt

)(w T

t
σ(t, s)ds

)2

dt

= − exp
(
−

w t

0
rsds−Xt

)(w T

t
α(t, s)dsdt+

w T

t
σ(t, s)dsdBt

)
+

1

2
exp

(
−

w t

0
rsds−Xt

)(w T

t
σ(t, s)ds

)2

dt.

68

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html

"

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html


随机利率模型及相关衍生品定价

这样上述过程的鞅性就意味着

w T

t
α(t, s)ds =

1

2

(w T

t
σ(t, s)ds

)2

.

对上述关系式关于T求导，我们有

α(t, T ) = σ(t, T )
w T

t
σ(t, s)ds, (6.7)

这就是所谓的 HJM 无套利条件, cf. [HJM92].

作为关系式 (6.7)的一个结果，定义瞬时远期利率 f(t, T )的随机微分方程可

改写为

dtf(t, T ) = σ(t, T )

(w T

t
σ(t, s)ds

)
dt+ σ(t, T )dBt,

且用积分形式有

f(t, T ) = f(0, T ) +
w t

0
α(s, T )ds+

w t

0
σ(s, T )dBs (6.8)

= f(0, T ) +
w t

0
σ(s, T )

w T

s
σ(s, u)duds+

w t

0
σ(s, T )dBs.

§6.5 短短短期期期利利利率率率的的的马马马氏氏氏性性性

如前面提到的，短期利率的马氏性在推导关于P (t, T ) = F (t, rt)的偏微

分方程时是非常重要的。因此很自然会想到：

-在HJM模型中什么时候短期利率模型具有鞅性？

回顾在HJM模型中由关系式 (6.8)，短期利率过程可由下式给出

rt = f(t, t) = f(0, t) +
w t

0
σ(s, t)

w t

s
σ(s, u)duds+

w t

0
σ(s, t)dBs.

总的来说，形如

t 7→ Zt :=
w t

0
σ(s, t)dBs, t ∈ R+, (6.9)

的过程可能不是一个马氏过程因为σ(s, t)依赖于变量t，其中 s 7→ σ(s, t)是

Fs-适应的。
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实际上我们有

E
[
Zt

∣∣∣ Fu] = E
[w t

0
σ(s, t)dBs

∣∣∣ Fu]
= E

[w u

0
σ(s, t)dBs +

w t

u
σ(s, t)dBs

∣∣∣ Fu]
= E

[w u

0
σ(s, t)dBs

∣∣∣ Fu]+ E
[w t

u
σ(s, t)dBs

∣∣∣ Fu]
= E

[w u

0
σ(s, t)dBs

∣∣∣ Fu]
=

w u

0
σ(s, t)dBs,

其中用到 1章的关系式 (1.6)。

由于马氏性，上式应仅依赖于 u, t 和

Zu =
w u

0
σ(s, u)dBs,

这是由上述推导隐含的性质得到的。

无论如何，定义为 (6.9)的Zt的马氏性确实在 σ(t, T )的一些特定情况下是成

立的。例如，在

σ(s, t) = e−b(t−s)

的情形下，由Vasicek模型有精确解可知，有

E
[
Zt

∣∣∣ Fu] =
w u

0
σ(s, t)dBs

=
w u

0
e−b(t−s)dBs

= e−b(t−u)
w u

0
e−b(u−s)dBs

= e−b(t−u)Zu,

参见 (4.8).

更一般地，在乘积条件

σ(s, t) = ξ(s)ψ(t), 0 ≤ s ≤ t, (6.10)
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下，其中 ξ(s) 和 ψ(t) 是两个确定的函数，马氏性在形如下式的随机积分

过程中也是成立的

t 7→
w t

0
σ(s, t)dBs.

实际上我们有

E
[
Zt

∣∣∣ Fu] =
w u

0
σ(s, t)dBs

= ψ(t)
w u

0
ξ(s)dBs

=
ψ(t)

ψ(u)

w u

0
ψ(u)ξ(s)dBs

=
ψ(t)

ψ(u)
Zu, 0 ≤ u ≤ t.

回顾在Vasicek模型中我们有 σ(s, t) = σe−b(t−s), 0 ≤ s ≤ t, 因此条件 (6.10)

成立且短期利率确实是一个马氏过程。

§6.6 Hull-White 模模模型型型

现在我们的目标是要得到一个随机微分方程使得在波动系数σ(s, t)的

乘积假设(6.10)条件下，在马氏HJM模型中的短期利率过程(rt)t∈R+能满

足。这样我们就可得到在 §3.3章描述的时间 相依Hull-White 短期利率模

型。

由 (6.4) 和HJM条件 (6.7)，或直接由(6.8), 我们有

rt = f(t, t)

= f(0, t) +
w t

0
σ(s, t)

w t

s
σ(s, u)duds+

w t

0
σ(s, t)dBs

= f(0, t) +
w t

0
ξ(s)ψ(t)

w t

s
ξ(s)ψ(u)duds+ ψ(t)

w t

0
ξ(s)dBs,

因此

rt = U(t) + ψ(t)
w t

0
ξ(s)dBs, (6.11)

其中

U(t) = f(0, t) + ψ(t)
w t

0
ξ2(s)

w t

s
ψ(u)duds.
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运用关系式 w t

0
ξ(s)dBs =

rt − U(t)

ψ(t)

这就可得 (6.11)，我们有

drt = U ′(t)dt+ ψ′(t)
(w t

0
ξ(s)dBs

)
dt+ ψ(t)ξ(t)dBt

= U ′(t)dt+ (rt − U(t))
ψ′(t)

ψ(t)
dt+ ψ(t)ξ(t)dBt,

这实际上表明了作为随机微分方程的解，短期利率过程 (rt)t∈R+是具有马

氏性的，参见性质 4.1。

上述等式是属于形如下式的短期利率体系[HW90]

drt = (a(t)− b(t)rt)dt+ σ(t)dBt,

参见 §3.3节，这可被看成是一个时间相依的Vasicek模型，有精确解

rt = rse
−

r t
s b(τ)dτ +

w t

s
e−

r t
u b(τ)dτa(u)du+

w t

s
σ(u)e−

r t
u b(τ)dτdBu,

0 ≤ s ≤ t.

§6.7 练练练习习习

练习 6.1. (练习 5.1 续).

1. 推导瞬时远期利率f(t, T )所满足的方程。

2. 证明HJM无套利条件(6.7)在这个方程中成立。

练习 6.2. (练习 5.2 续).

1. 推导瞬时远期利率f(t, T )所满足的随机微分方程。

2. 证明HJM无套利条件(6.7)在问题 1的方程中成立。
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第第第七七七章章章 远远远期期期测测测度度度和和和衍衍衍生生生产产产品品品定定定价价价

本章中我们将介绍在远期测度下定价利率衍生产品。我们将通过

Girsanov定理和在Vasicek模型下的精确计算来得到在远期测度 下的短期利

率过程的演变方程。

§7.1 远远远期期期测测测度度度

在无风险账户收益为瞬时短期利率rt的 标准的Black-Scholes框架下，

损益为F到期日为T 的未定权益在时刻 t的价格可通过在风险中性测度Q下
的条件期望计算为

IEQ

[
e−

r T
t rsdsF

∣∣∣ Ft] .
当利率过程(rt)t∈R+是关于时间的确定函数时， 上述表达式可写为

e−
r T
t rsds IEQ[F | Ft],

并且当 (rt)t∈R+等于一个确定的常数r时， 即可得到以下著名的表达式

e−(T−t)r IEQ[F | Ft].

在大部分的利率模型中短期利率(rt)t∈R+ 是一个随机过程，因此上述的操

作并不可行，这就意味着我们 得考虑计算以下的表达式

IEQ

[
e−

r T
t rsdsF

∣∣∣ Ft] (7.1)

其中 (rt)t∈R+ 将是一个随机过程， 这相比在 2章的标准 Black-Scholes框架

下就更复杂了。

注意到当计算 4章中的债券价格时，我们已经 计算过形如常数损益F =

1$情形下的偏微分方程解的表达式了。在随机损益F形式为F = h(f(T, T, S))时-

即即时远期利率 f(T, T, S)的期权-要计算 (7.1)就要知道
r T
t
rsds和f(T, T, S)

的联合分布，这也增加了计算的复杂程度。

如在 §4.2章中所选一样，我们设Q = P且 假设在P下市场是无套利的，也
就是说

t 7→ e−
r t
0 rsdsP (t, T ), 0 ≤ t ≤ T, (7.2)

在P下是一个 Ft-鞅。



N. Privault

定定定义义义 7.1. 远期测度 是定义为

dP̃
dP

=
1

P (0, T )
e−

r T
0 rsds

的概率测度 P̃。

以后在P̃下的期望将被表示为 IEP̃。

下一个命题将可被用来在远期测度P未定权益的定价。

命命命题题题 7.1. 对于所以充分可积的随机变量F我们有

IEP

[
F e−

r T
t rsds

∣∣∣ Ft] = P (t, T ) IEP̃[F | Ft], 0 ≤ t ≤ T. (7.3)

证明. 实际上1， 对于任意有界且 Ft-可测的随机变量G， 我们有

IEP

[
GF e−

r T
t rsds

]
= P (0, T ) IEP̃

[
Ge

r t
0 rsdsF

]
= P (0, T ) IEP̃

[
Ge

r t
0 rsds IEP̃[F | Ft]

]
= P (0, T ) IEP

[
dP̃
dP
Ge

r t
0 rsds IEP̃[F | Ft]

]

= P (0, T ) IEP

[
1

P (0, T )
e−

r T
0 rsdsGe

r t
0 rsds IEP̃[F | Ft]

]
= IEP

[
Ge−

r T
t rsds IEP̃[F | Ft]

]
= IEP [GP (t, T ) IEP̃[F | Ft]] ,

其中最后一个等号可通过下式得到

P (t, T ) = IEP

[
e−

r T
t rsds

∣∣∣ Ft] . (7.4)

1对于所有的有界且Ft-可测的 G，我们利用特性 X = IE[F |Ft] ⇔ IE[GX] = IE[GF ]，

参见附录 A中的关系式 (11.3).
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作为上述命题的结果， 计算IEP

[
F e−

r T
t rsds

∣∣∣ Ft]可通过在远期 测度 P̃
计算P (t, T ) IEP̃[F | Ft] .

而作为命题 7.1的推论，下一引理将告诉我们在条件 Ft下的密度dP̃/dP。
由其定义可知

Λt :=
dP̃|Ft
dP|Ft

, 0 ≤ t ≤ T,

是唯一满足下式的随机变量

IEP̃[F | Ft] = IEP

[
FΛt

∣∣∣ Ft] ,
即对所有的有界随机变量 F，

w

Ω
FdP̃|Ft =

w

Ω
FΛtdP|Ft .

引引引理理理 7.1. 我们有

dP̃|Ft
dP|Ft

=
e−

r T
t rsds

P (t, T )
, t ∈ [0, T ]. (7.5)

证明. 对所有的有界可测F，将(7.3)改写为

IEP̃[F | Ft] = IEP

[
F

e−
r T
t rsds

P (t, T )

∣∣∣ Ft] , t ∈ [0, T ],

这意味着(7.5)成立。

注意到
dP̃|Ft
dP|Ft

是不 等于 IEP

[
dP̃
dP

∣∣∣ Ft]的，实际上由假设(7.2)我们有

IEP

[
dP̃
dP

∣∣∣ Ft] =
1

P (0, T )
IEP

[
e−

r T
0 rsds

∣∣∣ Ft] (7.6)

=
P (t, T )

P (0, T )
e−

r t
0 rsds, 0 ≤ t ≤ T.

除此之外我们还得到一下的结果。

" 75

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html


N. Privault

命命命题题题 7.2. 对于所有的 S, T ≥ 0，过程

t 7→ P (t, S)

P (t, T )
, 0 ≤ t ≤ S ∧ T,

在P̃下是一个 Ft-鞅。

证明. 对于所有有界且Fs-可测的随机变量F，由关系式 (7.6) 我们有： 2

IEP̃

[
F
P (t, S)

P (t, T )

]
= IEP

[
F

e−
r T
0 rudu

P (0, T )

P (t, S)

P (t, T )

]
=

1

P (0, T )
IEP

[
F e−

r t
0 ruduP (t, S)

]
=

1

P (0, T )
IEP

[
F e−

r s
0 ruduP (s, S)

]
= IEP

[
F

e−
r T
0 rudu

P (0, T )

P (s, S)

P (s, T )

]

= IEP̃

[
F
P (s, S)

P (s, T )

]
,

hence

IEP̃

[
P (t, S)

P (t, T )

∣∣∣ Fs] =
P (s, S)

P (s, T )
.

§7.2 远远远期期期测测测度度度下下下的的的演演演变变变过过过程程程

为了应用命题 7.1 且通过计算

P (t, T ) IEP̃[F | Ft],

来计算价格 IEP

[
e−

r T
t rsdsF

∣∣∣ Ft]就要确定在远期测度P̃下，模型所包含的
过程 rt, f(t, T, S), 和P (t, T ) 的变化情况。

为此我们将假设在测度P下，P (t, T )的变化服从

dP (t, T )

P (t, T )
= rtdt+ ζtdBt, 0 ≤ t ≤ T, (7.7)

2对于所有有界且Ft-可测的G，我们利用特性X = IE[F |Ft]⇔ IE[GX] = IE[GF ]，参见

附录 A的关系式 (11.3).
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其中 (Bt)t∈R+ 是一个在P下的标准布朗运动 并且 (rt)t∈R+和(ζ(t))t∈R+是关

于由 (Bt)t∈R+产生的信息流 (Ft)t∈R+的适应过程。

对(7.7)应用伊藤计算可得到

d
(

e−
r t
0 rsdsP (t, T )

)
= ζt

(
e−

r t
0 rsdsP (t, T )

)
dBt, (7.8)

这与以下事实：在P下
t 7→ e−

r t
0 rsdsP (t, T ) (7.9)

是一个鞅一致，参见命题 7.2 和推论 1.1。

为了确定在测度P̃下隐含过程的变化规律 我们将以下由Girsanov定理得到

的命题。

命命命题题题 7.3. 过程

B̃t := Bt −
w t

0
ζsds, 0 ≤ t ≤ T, (7.10)

在 P̃下是一个标准的布朗运动。

证明. 设

Ψ(t) = IEP

[
dP̃
dP

∣∣∣ Ft]
=

1

P (0, T )
IEP

[
e−

r T
0 rsds

∣∣∣ Ft]
=

P (t, T )

P (0, T )
e−

r t
0 rsds, 0 ≤ t ≤ T,

等式 (7.8) 可被改写为

dΨ(t) = Ψ(t)ζtdBt,

这将可解为

Ψ(t) = exp

(w t

0
ζsdBs −

1

2

w t

0
|ζs|2ds

)
,

因此

IEP

[
dP̃
dP

∣∣∣ FT] = Ψ(T ) = exp

(w T

0
ζsdBs −

1

2

w T

0
|ζs|2ds

)
,

因此由 Girsanov 定理 2.1就可以得到命题结论。
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作为命题 7.3的结论，在P̃下t 7→ P (t, T ) 的演变过程可由下式给出

dP (t, T )

P (t, T )
= rtdt+ |ζt|2dt+ ζtdB̃t,

其中 (B̃t)t∈R+ 是一个在P̃,下的标准布朗运动同时我们有

d
(

e−
r t
0 rsdsP (t, T )

)
= |ζt|2e−

r t
0 rsdsP (t, T )dt+ ζte

−
r t
0 rsdsP (t, T )dB̃t.

对于两个到期日分别为T和S的债券，其价格P (t, T )和 P (t, S) 分别满足

dP (t, T )

P (t, T )
= rtdt+ ζTt dBt,

和
dP (t, S)

P (t, S)
= rtdt+ ζSt dBt,

由伊藤公式得到

d

(
P (t, S)

P (t, T )

)
=

P (t, S)

P (t, T )
(ζS(t)− ζT (t))(dBt − ζT (t)dt)

=
P (t, S)

P (t, T )
(ζS(t)− ζT (t))dB̃t, (7.11)

其中 (B̃t)t∈R+ 是 P̃ 下的一个标准布朗运动，因此由命题 7.10，可得到在

命题 7.2中所提到的P (t, S)/P (t, T )的鞅性。

在短期利率过程 (rt)t∈R+是马氏过程且为下一方程

drt = µ(t, rt)dt+ σ(t, rt)dBt

的解的情形下，在测度P̃下它的演变过程可由下式给出

drt = µ(t, rt)dt+ σ(t, rt)ζtdt+ σ(t, rt)dB̃t.

回顾在马氏情形下，债券价格P (t, T ) 可被表示为

P (t, T ) = IEP

[
F e−

r T
t rsds

∣∣∣ Ft]
= IEP

[
F e−

r T
t rsds

∣∣∣ rt]
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= F (t, rt),

即它就是一个关于t的F (t, rt)和rt的函数。 由伊藤公式可得

d
(

e−
r t
0 rsdsP (t, T )

)
= e−

r t
0 rsdsσ(t, rt)

∂F

∂x
(t, rt)dBt,

由[Pro05])中的推论 II-1，在关于dt的 和中的所有项在上述表达式中都消失

了因为

t 7→ e−
r t
0 rsdsP (t, T ) = e−

r t
0 rsdsF (t, rt),

是一个在P下的鞅，这可由(7.9) 或者命题 7.2得到。

因此 (P (t, T ))t∈[0,T ]的演变过程可由下式给出

dP (t, T )

P (t, T )
= rtdt+ σ(t, rt)

1

P (t, T )

∂F

∂x
(t, rt)dBt

= rtdt+ σ(t, rt)
1

F (t, rt)

∂F

∂x
(t, rt)dBt

= rtdt+ σ(t, rt)
∂ logF

∂x
(t, rt)dBt,

并且在(7.7)中的过程 (ζt)t∈R+为

ζt = σ(t, rt)
∂ logF

∂x
(t, rt), 0 ≤ t ≤ T.

作为一个例子，在σ(t, x)等于常数σ的Vasicek模型中，其中 价格 P (t, T )具

有以下形式

P (t, T ) = F (t, rt) = eC(T−t)rt+A(T−t),

其中

C(T − t) = −1

b
(1− e−b(T−t)),

因此

logF (t, rt) = C(T − t)rt + A(T − t),

并且

ζt = σC(T − t) = −σ
b

(1− e−b(T−t)).
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§7.3 衍衍衍生生生产产产品品品的的的定定定价价价

利用上述框架现在我们可以由等式

IEP

[
e−

r T
t rsdsF

∣∣∣ Ft] = P (t, T ) IEP̃

[
F
∣∣∣ Ft]

和在概率测度P̃下rt的演变过程来 计算损益为F到期日为T 的未定权益在时
刻t的价格。

现在我们考虑关于P (T, S)的损益 为

F = (P (T, S)−K)+

价格为

IEP

[
e−

r T
t rsds(P (T, S)−K)+

∣∣∣ Ft] = P (t, T ) IEP̃

[
(P (T, S)−K)+

∣∣∣ Ft]
的买入债券期权，其中 对于所有的T > 0， P (t, T )由

dP (t, T )

P (t, T )
= rtdt+ ζTt dBt, 0 ≤ t ≤ T

给出。

由 (7.11) 我们有

P (T, S) =
P (t, S)

P (t, T )
exp

(w T

t
(ζS(s)− ζT (s))dB̃s −

1

2

w T

t
|ζS(s)− ζT (s)|2ds

)
,

因此当对所有T > 0 (ζT (s))s∈[0,T ] 是确定时，我们得到

IEP

[
e−

r T
t rsds(P (T, S)−K)+

∣∣∣ Ft]
= P (t, T ) IEP̃

[(
P (t, S)

P (t, T )
exp

(
X − 1

2

w T

t
|ζS(s)− ζT (s)|2ds

)
−K

)+ ∣∣∣ Ft]
= P (t, T ) IEP̃

[(
eX+m(t,T,S) −K

)+
∣∣∣ Ft] ,

其中 X 是一个中心高斯随机变量，且已知 Ft时 方差为

v2(t, T, S) =
w T

t
|ζS(s)− ζT (s)|2ds,
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并且

m(t, T, S) = −1

2
v2(t, T, S) + log

P (t, S)

P (t, T )
.

回顾在引理 2.3中，其中X是一个中心高斯随机变量 方差为v2，且和在标

准Black-Scholes公式一样，期望(em+X −K)+ 由

IE[(em+X −K)+] = em+ v2

2 Φ(v + (m− logK)/v)−KΦ((m− logK)/v),

其中

Φ(z) =
w z

−∞
e−y

2/2 dy√
2π
, z ∈ R,

给出，在表示高斯分布函数时为了记号的简洁 我们丢掉指标m(t, T, S)和

v2(t, T, S)中的t, T, S

接下来我们有

IEP

[
e−

r T
t rsds(P (T, S)−K)+

∣∣∣ Ft] (7.12)

= P (t, S)Φ

(
v

2
+

1

v
log

P (t, S)

KP (t, T )

)
−KP (t, T )Φ

(
−v

2
+

1

v
log

P (t, S)

KP (t, T )

)
.

在Vasicek 模型中我们有

drr = (a− brt)dt+ σdBt,

和

ζt = σC(T − t) = −σ
b

(1− e−b(T−t)),

因此 v 由

v2(t, T, S) =
σ2

b2

w T

t
(e−b(T−s) − e−b(S−s))2ds

给出。 作为练习，让我们在Vasicek模型下通过P̃下分别为

drt = (a− brt)dt−
σ2

b
(1− e−b(T−t))dt+ σdB̃t (7.13)

和
dP (t, T )

P (t, T )
= rtdt+

σ2

b2
(1− e−b(T−t))2dt− σ

b
(1− e−b(T−t))dB̃t
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的 rt和 P (t, T )的演变过程和独立的计算重新得到 (7.12)

方程 (7.13) 可解为

rt = rse
−b(t−s) +

w t

s
e−b(t−u)(a+ σ2C(T − u))du+ σ

w t

s
e−b(t−u)dB̃u

= IEP̃[rt | Fs] + σ
w t

s
e−b(t−u)dB̃u,

因此由命题 1.2，在P̃下rt的条件均值 和方差为

IEP̃[rt | Fs] = rse
−b(t−s) +

w t

s
e−b(t−u)(a+ σ2C(T − u))du

和

VarP̃[rt | Fs] = IEP̃[(rt − IEP̃[rt | Fs])2 | Fs]

=
σ2

2b
(1− e−2b(t−s)).

因此关于P (T, S)的买入期权的价格为

IEP

[
e−

r T
t rsds(P (T, S)−K)+

∣∣∣ Ft] = P (t, T ) IEP̃

[
(P (T, S)−K)+

∣∣∣ Ft]
= P (t, T ) IEP̃

[
(F (T, rT )−K)+

∣∣∣ Ft]
= P (t, T ) IEP̃

[
(eA(S−T )+rTC(S−T ) −K)+

∣∣∣ Ft]
= P (t, T ) IEP̃

[
(em(t,T,S)+X −K)+

∣∣∣ rt]
其中在给定Ft， X是一个中心高斯随机变量方差为

v2(t, T, S) = VarP̃[C(S − T )rT | Ft]

= C2(S − T ) VarP̃[rT | rt]

=
σ2

2b
C2(S − T )(1− e−2b(T−t))

并且

m̃(t, T, S) = A(S − T ) + C(S − T ) IEP[rT | Ft]

= A(S − T ) + C(S − T )

(
rte
−b(T−t) +

w T

t
e−b(T−u)(a+ σC(T − u))du

)
,
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其中

A(S − T ) =
4ab− 3σ2

4b3
+
σ2 − 2ab

2b2
(S − T ) +

σ2 − ab
b3

e−b(S−T )− σ2

4b3
e−2b(S−T ).

由于从命题 7.2可知

t 7→ P (t, S)

P (t, T )
, 0 ≤ t ≤ T ≤ S,

是在P̃下的一个鞅，我们有
P (t, S)

P (t, T )
= IEP̃

[
P (T, S)

∣∣∣ Ft]
= IEP̃

[
eA(S−T )+rTC(S−T )

∣∣∣ Ft]
= eA(S−T )+C(S−T ) IEP[rT |Ft]+ 1

2
C2(S−T ) VarP̃[rT |rt]

= em̃(t,T,S)+ 1
2
v2(t,T,S). (7.14)

上述的不显然的关系式 (7.14)实际上可以手算验证 3:

−v2/2 + log(P (t, S)/P (t, T )) = −v2/2 + logP (t, S)− logP (t, T )

= −v2/2 + A(S − t) + rtC(S − t)− (A(T − t) + rtC(T − t))

= −v2/2 + A(S − t)− A(T − t) + rt(C(S − t)− C(T − t))

= −σ
2

4b
C2(S − T )(1− e−2b(T−t))

+A(S − t)− A(T − t) + rtC(S − T )e−b(T−t)

= A(S − T )

+C(S − T )

(
rte
−b(T−t) +

w T

t
e−b(T−u)(a+ σ2C(T − u))du

)
= m̃(t, T, S).

最终我们得到

IEP

[
e−

r T
t rsds(P (T, S)−K)+

∣∣∣ Ft] = P (t, T ) IEP̃

[
(em̃(t,T,S)+X −K)+

∣∣∣ rt]
= P (t, T )em̃+v2/2Φ(v + (m̃− logK)/v)−KP (t, T )Φ((m̃− logK)/v)

= P (t, S)Φ(v + (m̃− logK)/v)−KP (t, T )Φ((m̃− logK)/v)

= P (t, S)Φ

(
1

v
log

P (t, S)

KP (t, T )
+
v

2

)
−KP (t, T )Φ

(
1

v
log

P (t, S)

KP (t, T )
− v

2

)
,

如[BM06]76页所述.

3这可能会费花大量的时。
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§7.4 测测测度度度逆逆逆变变变换换换

作为参考，在本节中我们给出在后面将要用到条件逆变换密度的计

算。

命命命题题题 7.4. 我们有

IEP̃

[
dP
dP̃

∣∣∣ Ft] =
P (0, T )

P (t, T )
exp

(w t

0
rsds

)
0 ≤ t ≤ T, (7.15)

并且过程

t 7→ 1

P (t, T )
exp

(w t

0
rsds

)
, 0 ≤ t ≤ T,

是 P̃下的 Ft-鞅.

证明. 对于所有的有界和Ft-可测的随机变量F我们有，利用(7.4)和附录 A

中条件期望的特性(11.3)

IEP̃

[
F
dP
dP̃

]
= IEP [F ]

= IEP

[
F
P (t, T )

P (t, T )

]
= IEP

[
F

P (t, T )
exp

(
−

w T

t
rsds

)]
= IEP̃

[
F
P (0, T )

P (t, T )
exp

(w t

0
rsds

)]
,

其中在最后一行应用定义 7.1可得。 这就得到(7.15).

由伊藤计算我们从(7.7)得到:

d

(
1

P (t, T )

)
= − 1

P (t, T )
rtdt−

1

P (t, T )
ζt(dBt − ζtdt),

和

d

(
1

P (t, T )
exp

(w t

0
rsds

))
= − ζt

P (t, T )
exp

(w t

0
rsds

)
(dBt − ζtdt)

= − 1

P (t, T )
exp

(w t

0
rsds

)
ζtdB̃t,
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这可由命题 7.3得到命题 7.4 的第二部分，即在P̃下

t 7→ 1

P (t, T )
exp

(w t

0
rsds

)
的鞅性。

§7.5 练练练习习习

练习 7.1. (练习 6.1 续).

1. 推导t 7→ P (t, T )满足的随机微分方程。

2. 推导t 7→ e−
r t
0 rsdsP (t, T ).满足的随机微分方程。

3. 将条件期望

IEP

[
dP̃
dP

∣∣∣ Ft]

表示为关于P (t, T ), P (0, T ) 和 e−
r t
0 rsds的函数。

4. 求出

t 7→ IEP

[
dP̃
dP

∣∣∣ Ft]
满足的随机微分方程。

5. 通过求解 4中的随机微分方程 计算出远期测度关于P的密度dP̃/dP

6. 利用Girsanov 定理求出在远期测度下rt的随机微分方程。

7. 计算债券买入期权的价格

IEP

[
e−

r T
t rsds(P (T, S)−K)+

]
= P (t, T ) IEP̃

[
(P (T, S)−K)+

]
.

练习 7.2. (练习 6.2 续).
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1. 计算远期测度P̃关于P的密度

dP̃
dP

=
1

P (0, T )
e−

r T
0 rtdt.

2. 利用Girsanov 定理在远期测度下rt的随机微分方程。

3. 为了计算方便设b = 0，计算在时刻 t = 0时的债券 买入期权的价格

IEP

[
e−

r T
0 rsds(P (T, S)−K)+

]
= P (0, T ) IEP̃

[
(P (T, S)−K)+

]
.

练习 7.3. 我们考虑 Vasicek 短期利率模型

drt = −brtdt+ σdBt,

其中 (Bt)t∈R+ 是一个在P下的标准布朗运动。

1. 回顾到期日为 T1, T2的债券价格P (t, T1), P (t, T2)的动态

dP (t, Ti)

P (t, Ti)
= rtdt+ ζ itdBt, i = 1, 2.

2. 回顾远期利率f(t, T1, T2)的表达式.

3. 计算在满足
dP2

dP
=

1

P (0, T2)
e−

r T2
0 rsds.

的远期测度P2下的动态f(t, T1, T2)。

4. 利用在远期测度P2下的期望， 计算在时刻t ∈ [0, T1]的利率上限的价格

(T2 − T1) IE
[
e−

r T2
t rsds(f(T1, T1, T2)− κ)+

∣∣∣ Ft] .
练习 7.4. (练习 4.5 续). 假设 (σTt )t∈[0,T ] 和 (σSt )t∈[0,S] 是确定的函数，计算

敲定价格为κ的债券价格

IE
[
e−

r T
t rsds (P (T, S)− κ)+

∣∣∣ Ft] = P (t, T ) IET

[
(P (T, S)− κ)+

∣∣∣ Ft] .
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回顾若 X在给定Ft下是一个中心高斯随机变量均值为mt方差为 v2
t ，我们

有

IE[(eX −K)+ | Ft] = emt+v
2
t /2Φ

(
vt
2

+
1

vt
(mt + v2

t /2− logK)

)
−KΦ

(
−vt

2
+

1

vt
(mt + v2

t /2− logK)

)
七种 Φ(x), x ∈ R表示高斯分布函数。

练习 7.5. (练习 5.3 续).

1. 计算远期测度PT关于P的条件密度

IE

[
dPT
dP

∣∣∣ Ft] =
P (t, T )

P (0, T )
e−

r t
0 r

T
s ds.

2. 证明过程Show that the process

B̃t := Bt − σt, 0 ≤ t ≤ T,

是在下的标准布朗运动。 is a standard Brownian motion under PT .

3. 计算在PT下XS
t 和 P (t, S)的动态。

提示: 证明

−µ(S − T ) + σ(S − T )
w t

0

1

S − s
dBs =

S − T
S − t

logP (t, S).

4. 计算债券价格

IE
[
e−

r T
t rTs ds(P (T, S)−K)+

∣∣∣ Ft] = P (t, T ) IET

[
(P (T, S)−K)+

∣∣∣ Ft] ,
0 ≤ t < T < S.
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第第第八八八章章章 拟拟拟合合合曲曲曲线线线和和和二二二元元元模模模型型型

前一章所考虑的 短期利率模型是一元模型也就是说其中的随机变化

是仅由 一个布朗运动所驱动的。这样的模型给拟合远期曲线带来 某些局

限，并导致了不同到期日的零息债券价格之间的 相关性。本章的目的是研

究用两个随机源驱动的二元模型， 它可使参数有更多的选择去拟合远期曲

线。

§8.1 曲曲曲线线线拟拟拟合合合

回顾在Vasicek模型中，瞬时远期模型用Musiela记号(x = T − t)表示为
由下式

f(t, T ) =
a

b
− σ2

2b2
+

(
rt −

a

b
+
σ2

b2

)
e−bx − σ2

2b2
e−2bx. (8.1)

因此

∂f

∂T
(t, T ) = e−b(T−t)

(
−brt + a− σ2

b
+
σ2

b
e−b(T−t)

)
,

且容易验证f的所有倒数的符号最多只能改变一次。 结果，在Vasicek模型

中可能的远期曲线受限于每条曲线的一次改变规律，如图 8.1对不同的rt所

表示的一样。

 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

 0.05

 0.06

 0.07

 0.08

 0.09

 0  5  10  15  20

图 8.1 远期利率的图形.



随机利率模型及相关衍生品定价

例如，图 6.3中短期利率的Vasicek路径驱动了 在图 8.2中所表示的瞬时远

期利率，该瞬时远期利率都收敛 于 “长期利率”

lim
x→∞

f(t, t+ x) = lim
T→∞

f(t, T ) =
a

b
− σ2

2b2

当 x 趋于无穷大。

 0
 2

 4
 6

 8
 10

x

 0
 5

 10
 15

 20

t

 0.02

 0.03

 0.04

 0.05

 0.06

 0.07

 0.08

 0.09

图 8.2 Vasicek模型中的远期瞬时利率曲线 (t, x) 7→ f(t, t+ x).

由关系式 (8.1)我们知道在Vasicek模型中瞬时远期曲线“存在于”由

x 7→ z1 + z2ez3x + z4ez5x (8.2)

其中 

z1 =
a

b
− σ2

2b2
,

z2 = rt −
a

b
+
σ2

b2
,

z3 = −b,

z4 = −σ
2

2b
,

z5 = −2b.

所产生的函数空间。 然而不幸的是，这个函数空间既不包含于Nelson-

Siegel空间，也不包含于 Svensson空间。如 6章中所提到的，用这些曲线的

典型轨道去 模拟实际的远期曲线，如 6.4图并不是很现实，因此，形如

x 7→ g(x) = z1 + (z2 + z3x)e−xz4 + z5xe−xz6 , x ≥ 0
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的Svensson曲线看起来能得到更好的拟合， 参见图 8.3用Svensson曲线来

对图 6.4的市场数据的拟合。

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 4.5

 5

 0  5  10  15  20  25  30

years

Market data
Svensson curve

图 8.3 市场数据vs Svensson曲线的对比.

为了解决模拟问题可以考虑构造一个在Svensson空间取值的 瞬时利率过

程，如

x 7→ f(t, T ) = f(t, t+ x)

= z1(t) + (z2(t) + z3(t)x)e−xz4(t) + z5(t)xe−xz6(t),

x ≥ 0, 其中 zi(t), i = 1, . . . , 6 是适当选取的随机过程且 x = T − t. 图 6.1给

出了这种方法模拟出来的一个例子。

在这种情况下，短期利率可以定义为

rt = f(t, t+ 0) = z1(t) + z2(t), t ∈ R+.

然而这样模拟方法会出现是否与无套利假设一致的问题，从而能得到下面

的关系式

P (t, T ) = exp

(
−

w T

t
f(t, s)ds

)
(8.3)

90

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html

"

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html


随机利率模型及相关衍生品定价

和债券定价关系式

P (t, T ) = IE

[
exp

(
−

w T

t
rsds

) ∣∣∣ Ft] (8.4)

并意味着条件

exp

(
−

w T

t
f(t, s)ds

)
= IE

[
exp

(
−

w T

t
f(s, s)ds

) ∣∣∣ Ft]
成立。

这个问题的答案显然是否定的，因为可证明HJM曲线不存在于Nelson-

Siegel空间或 Svensson 空间，参见[Bjö04]中的§3.5。

§8.2 确确确定定定漂漂漂移移移项项项

一个可能解决曲线拟合问题的方法是使用确定的漂移项。在此我

们再次考虑远期利率的 Vasicek模型其中为了行文的简便设a = 0。给

定T 7→ ϕ(T )为一个确定的函数，设

f(t, T ) := ϕ(T ) +Xte
−b(T−t) − σ2

2b2
(1− e−b(T−t))2, (8.5)

其中 T 7→ ϕ(T ) 是给定的确定函数，且 Xt 是

dXt = −bXtdt+ σdBt

且X0 = 0的解。

由关系式 (8.5) 当 t = 0 时，我们可验证选取 T 7→ ϕ(T )为

ϕ(T ) := fM(0, T ) +
σ2

2b2
(1− e−bT )2 (8.6)

使得我们可以拟合任意的初始市场期限结构T 7→ fM(0, T )，或者我们在给

定（唯一）的时刻t选取的任意（固定的）期限结构。

在这个模型中，短期利率rt为

rt = f(t, t) = ϕ(t) +Xt. (8.7)
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这个模型的意义在于获得与无套利假设的一致性以及上面的关系式 (8.3)和

(8.4)，因为我们有

P (t, T ) = IE

[
exp

(
−

w T

t
rsds

) ∣∣∣ Ft]
= IE

[
exp

(
−

w T

t
ϕ(s)ds−

w T

t
Xsds

) ∣∣∣ Ft]
= exp

(
−

w T

t
ϕ(s)ds

)
IE

[
exp

(
−

w T

t
Xsds

) ∣∣∣ Ft]
= exp

(
−

w T

t
ϕ(s)ds

)
exp

(
−

w T

t

(
Xte

−b(s−t) − σ2

2b2
(1− e−b(s−t))2

)
ds

)
= exp

(
−

w T

t
f(t, s)ds

)
,

其中我们使用将债券价格为a = 0时Vasicek模型中远期利率的积分的表达

式。 注意到这个假设却仅限于一条初始曲线。

§8.3 相相相关关关性性性问问问题题题

当考虑一个精炼的模型时，相关性问题是另一个要考虑的方面。 让我

们考虑下面的到期日为T3 = 30的债券价格模拟，参见图 8.4.

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 0  5  10  15  20  25  30

t

P(t,T3)

图 8.4 t 7→ P (t, T3)的图形.
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下面，到期日为T2 = 20的另一个债券借个的模拟在图 8.5中给出。

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 0  5  10  15  20  25  30

t

P(t,T2)

图 8.5 t 7→ P (t, T2)的图形.

让我们将这些图形和在图 8.6给出的到期日为T1 = 10的债券价格的模

拟相比较。 显然，到期日分别为T1和T2的债券价格P (t, T1)和 P (t, T2)是相

关的并有关系式

P (t, T2) = P (t, T1) exp(A(t, T2)− A(t, T1) + rt(C(t, T2)− C(t, T1)),

这说明不同到期日的债券价格可以相互推出，这是不现实的。 注意到如

果X 和 Y是同一个随机变量 Z的两个线性：

X = a+ bZ, Y = c+ dZ,

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 0  5  10  15  20  25  30

t

P(t,T1)
P(t,T2)
P(t,T3)

图 8.6 t 7→ P (t, T1)的图形.
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则它们的协方差（见附录 A）等于

Cov(X, Y ) = Cov(a+ bZ, c+ dZ)

= Cov(bZ, dZ)

= bdCov(Z,Z)

= bdVar(Z),

和

VarX = b2 VarZ, VarY = d2 VarZ,

因此

Cor(X, Y ) =
Cov(X, Y )√

VarX
√

VarY
= 1,

即X 和Y是完全相关的。特别地在短期利率的精炼模型下这一性质是成立

的， 这意味着在精炼模型我们有完全相关性

Cor(logP (t, T1), logP (t, T2)) = 1.

§8.4 二二二元元元模模模型型型

一个部分解决相关性问题的方法是考虑两个控制过程(Xt)t∈R+ , (Yt)t∈R+

，它们为下一方程组的解
dXt = µ1(t,Xt)dt+ σ1(t,Xt)dB

1
t ,

dYt = µ2(t, Yt)dt+ σ2(t, Yt)dB
2
t ,

(8.8)

其中 (B1
t )t∈R+ , (B2

t )t∈R+ 是两个（可能相关）的布朗运动，且相关的债券

价格定义为

P (t, T1) = IE

[
exp

(
−

w T1

t
Xsds

) ∣∣∣ Ft]
和

P (t, T2) = IE

[
exp

(
−

w T2

t
Ysds

) ∣∣∣ Ft] .
这种方法却不可避免地导致了其他的困难，也就是：
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- 出现了两个表示利率的过程Xt 和 Yt，

-对每个新的到期日Tn, n ≥ 3都需要引入一个新的控制过程。

下面我们将假设 (B1
t )t∈R+ 和 (B2

t )t∈R+ 有相关系数 ρ ∈ [−1, 1]，也就是

Cov(B1
s , B

2
t ) = ρmin(s, t), s, t ∈ R+. (8.9)

注意到用随机微分表示这意味着

dB1
t dB

2
t = ρdt. (8.10)

实际上，(B1)t∈R+ 和(B2)t∈R+ 可由两个独立的布朗运动(W 1)t∈R+ 和

(W 2)t∈R+重新构造，通过假设
B1
t = W 1

t ,

B2
t = ρW 1

t +
√

1− ρ2W 2
t , t ∈ R+,

且这个构造使得关系式s (8.9)和 (8.10)很容易满足。

在二元模型可以选择通过令

rt = ϕ(t) +Xt + Yt, t ∈ R+,

来构造短期利率rt， 其中函数 ϕ(T ) 可如(8.6)式选取为使得拟合初始远期

曲线的函数 。

通过 4章中的标准套利理论，我们定义到期日为 T 的债券价格为

P (t, T ) := IE

[
exp

(
−

w T

t
rsds

) ∣∣∣ Ft] . (8.11)

作为随机微分方程 (8.8)的一个解， (Xt, Yt)t∈R+ 是具有马氏性的且可写为

P (t, T ) = IE

[
exp

(
−

w T

t
rsds

) ∣∣∣ Xt, Yt

]
, (8.12)
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然而它将不再直接依赖于短期利率rt。

无论如何， P (t, T ) 可重新写为关于 t, Xt 和 Yt的函数

P (t, T ) = F (t,Xt, Yt),

并且可以用两变量伊藤公式来推导R2空间上关于债券价格 P (t, T )的偏微分

方程，利用事实

t 7→ e−
r t
0 rsdsP (t, T ) = e−

r t
0 rsds IE

[
exp

(
−

w T

t
rsds

) ∣∣∣ Ft]
= IE

[
exp

(
−

w T

0
rsds

) ∣∣∣ Ft]
是一个在测度P下的Ft-鞅。

我们有

d
(

e−
r t
0 rsdsP (t, T )

)
= −rte−

r t
0 rsdsP (t, T )dt+ e−

r t
0 rsdsdP (t, T ) (8.13)

= −rte−
r t
0 rsdsP (t, T )dt+ e−

r t
0 rsdsdF (t,Xt, Yt)

= −rte−
r t
0 rsdsP (t, T )dt+ e−

r t
0 rsds

∂F

∂x
(t,Xt, Yt)dXt

+e−
r t
0 rsds

∂F

∂y
(t,Xt, Yt)dYt +

1

2
e−

r t
0 rsds

∂2F

∂x2
(t,Xt, Yt)σ

2
1(t,Xt)dt

+
1

2
e−

r t
0 rsds

∂2F

∂y2
(t,Xt, Yt)σ

2
2(t, Yt)dt

+e−
r t
0 rsdsρ

∂2F

∂x∂y
(t,Xt, Yt)σ1(t,Xt)σ2(t, Yt)dt

= e−
r t
0 rsds

∂F

∂x
(t,Xt, Yt)σ1(t,Xt)dB

1
t + e−

r t
0 rsds

∂F

∂y
(t,Xt, Yt)σ2(t, Yt)dB

2
t

e−
r t
0 rsds

(
−rtP (t, T ) +

∂F

∂x
(t,Xt, Yt)µ1(t,Xt) +

∂F

∂y
(t,Xt, Yt)µ2(t, Yt)

+
1

2

∂2F

∂x2
(t,Xt, Yt)σ

2
1(t,Xt) +

1

2

∂2F

∂y2
(t,Xt, Yt)σ

2
2(t, Yt)

+ρ
∂2F

∂x∂y
(t,Xt, Yt)σ1(t,Xt)σ2(t, Yt)

)
dt,

因此债券定价的偏微分方程 为

−(ϕ(t) + x+ y)F (t, x, y) + µ1(t, x)
∂F

∂x
(t, x, y)
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+µ2(t, y)
∂F

∂y
(t, x, y) +

1

2
σ2

1(t, x)
∂2F

∂x2
(t, x, y)

+
1

2
σ2

2(t, y)
∂2F

∂y2
(t, x, y) + ρσ1(t, x)σ2(t, y)

∂2F

∂x∂y
(t, x, y) = 0. (8.14)

下面我们考虑另一个Vasicek型的例子其中
dXt = −aXtdt+ σdB1

t ,

dYt = −bYtdt+ ηdB2
t .

(8.15)

在此，我们选择由表达式(8.12)将 P (t, T ) = F (t,Xt, Yt)作为条件期望来计

算，而不直接 求解 2-维偏微分方程(8.14)。

命命命题题题 8.1. 我们有

P (t, T ) = exp

(
−

w T

t
ϕ(s)ds− 1

a
(1− e−a(T−t))Xt −

1

b
(1− e−b(T−t))Yt

)
× exp

(
σ2

2a2

w T

t
(e−a(T−s) − 1)2ds+

η2

2b2

w T

t
(e−b(T−s) − 1)2ds

)
× exp

(
ρ
ση

ab

w T

t
(e−a(T−s) − 1)(e−b(T−s) − 1)ds

)
,

0 ≤ t ≤ T .

Proof. 另一种证明方法见 [BM06]，第 4章，附录 A。 注意到我们有

w t

0
Xsds =

1

a

(
σB1

t −Xt

)
=

σ

a

(
B1
t −

w t

0
e−a(t−s)dB1

s

)
=

σ

a

w t

0
(1− e−a(t−s))dB1

s ,

因此

w T

t
Xsds =

w T

0
Xsds−

w t

0
Xsds

=
σ

a

w T

0
(1− e−a(T−s))dB1

s −
σ

a

w t

0
(1− e−a(t−s))dB1

s

= −σ
a

(w t

0
(e−a(T−s) − e−a(t−s))dB1

s +
w T

t
(e−a(T−s) − 1)dB1

s

)
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= −σ
a

(e−a(T−t) − 1)
w t

0
e−a(t−s)dB1

s −
σ

a

w T

t
(e−a(T−s) − 1)dB1

s

= −1

a
(e−a(T−t) − 1)Xt −

σ

a

w T

t
(e−a(T−s) − 1)dB1

s ,

并且类似地，

w T

t
Ysds = −1

b
(e−b(T−t) − 1)Yt −

η

b

w T

t
(e−b(T−s) − 1)dB2

s .

因此，在条件Ft下，随机向量
(r T

t
Xsds,

r T
t
Ysds

)
是一个高斯随机变量均值

为


IE
[r T
t
Xsds

∣∣∣ Ft]
IE
[r T
t
Ysds

∣∣∣ Ft]
 =


1
a
(1− e−a(T−t))Xt

1
b
(1− e−b(T−t))Yt



并且条件协方差矩阵

Cov

(w T

t
Xsds,

w T

t
Ysds

∣∣∣ Ft) =
σ2

a2

r T
t

(e−a(T−s) − 1)2ds ρση
ab

r T
t

(e−a(T−s) − 1)(e−b(T−s) − 1)ds

ρση
ab

r T
t

(e−a(T−s) − 1)(e−b(T−s) − 1)ds η2

b2

r T
t

(e−b(T−s) − 1)2ds



可通过伊藤对偶性(1.4)得到。

注意到我们有

P (t, T ) = IE

[
exp

(
−

w T

t
rsds

) ∣∣∣ Ft]
= exp

(
−

w T

t
ϕ(s)ds

)
IE

[
exp

(
−

w T

t
Xsds−

w T

t
Ysds

) ∣∣∣ Ft]
= exp

(
−

w T

t
ϕ(s)ds− IE

[w T

t
Xsds

∣∣∣ Ft]− IE

[w T

t
Ysds

∣∣∣ Ft])
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× exp

1

2

〈
Cov

(w T

t
Xsds,

w T

t
Ysds

∣∣∣ Ft)


1

1

 ,


1

1


〉

R2


= exp

(
−

w T

t
ϕ(s)ds− 1

a
(1− e−a(T−t))Xt −

1

b
(1− e−b(T−t))Yt

)
× exp

(
σ2

2a2

w T

t
(e−a(T−s) − 1)2ds+

η2

2b2

w T

t
(e−b(T−s) − 1)2ds

)
× exp

(
ρ
ση

ab

w T

t
(e−a(T−s) − 1)(e−b(T−s) − 1)ds

)
,

由于给定Ft，
r T
t
Xsds+

r T
t
Ysds的方差等于

〈
Cov

(w T

t
Xsds,

w T

t
Ysds

∣∣∣ Ft)


1

1

 ,


1

1


〉

R2

,

高斯随机向量的Laplace变换(11.2)的细节见附录 A。

上一命题特别地表明了2-维偏微分方程 (8.14)的解为

F (t, x, y) = exp

(
−

w T

t
ϕ(s)ds− 1

a
(1− e−a(T−t))x− 1

b
(1− e−b(T−t))y

)
× exp

(
σ2

2a2

w T

t
(e−a(T−s) − 1)2ds+

η2

2b2

w T

t
(e−b(T−s) − 1)2ds

)
× exp

(
ρ
ση

ab

w T

t
(e−a(T−s) − 1)(e−b(T−s) − 1)ds

)
.

债券价格P (t, T )同样可写为

P (t, T ) = F1(t,Xt)F2(t, Yt) exp

(
−

w T

t
ϕ(s)ds+ U(t, T )

)
, (8.16)

其中 F1(t,Xt)和F2(t, Yt)是Vasicek模型中 与Xt 和 Yt有关的债券价格：

F1(t,Xt) = IE

[
exp

(
−

w T

t
Xsds

) ∣∣∣ Xt

]
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= exp

(
σ2

a2

(
T − t+

2

a
e−a(T−t) − 1

2a
e−2a(T−t) − 3

2a

)
− 1− e−a(T−t)

a
Xt

)
,

F2(t, Yt) = IE

[
exp

(
−

w T

t
Ysds

) ∣∣∣ Yt]
= exp

(
η2

b2

(
T − t+

2

b
e−b(T−t) − 1

2b
e−2b(T−t) − 3

2b

)
− 1− e−b(T−t)

b
Yt

)
,

和

U(t, T ) = ρ
ση

ab

(
T − t+

e−a(T−t) − 1

a
+

e−b(T−t) − 1

b
− e−(a+b)(T−t) − 1

a+ b

)
是一个当 (B1

t )t∈R+和 (B2
t )t∈R+独立时，即当ρ = 0时消失的相关项。

对logP (t, T )关于T求偏微分得到瞬时短期利率

f(t, T ) = −∂ logP (t, T )

∂T

= ϕ(T ) + f1(t, T ) + f2(t, T )− ρση
ab

(1− e−a(T−t))(1− e−b(T−t))

= ϕ(T ) +Xte
−a(T−t) − σ2

2a2
(1− e−a(T−t))2 + Yte

−b(T−t) (8.17)

− η2

2b2
(1− e−b(T−t))2 − ρση

ab
(1− e−a(T−t))(1− e−b(T−t)),

其中 f1(t, T ), f2(t, T ) 是分别对应于Xt 和 Yt的瞬时远期利率，即

f1(t, T ) = Xte
−a(T−t) − σ2

2a2
(1− e−a(T−t))2

和

f2(t, T ) = Yte
−b(T−t) − η2

2b2
(1− e−b(T−t))2.

显然，远期瞬时利率现在有很大的自由度，特别地我们可以独立地选

择(8.17) 中出现的参数 a 和 b。一个通过这种方式得到的远期利率曲线的

例子在图 8.7中给出。
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图 8.7 二元模型中远期利率的图形。

§8.5 练练练习习习

练习 8.1. 求出关于定义于(8.16)式中的P (t, T )所满足的随机微分方程。

练习 8.2. 考虑Hull-White模型其短期利率过程(rt)t∈R+满足方程

drt = (θ(t)− art)dt+ σdBt, (8.18)

其中 a ∈ R, θ(t) 是关于 t的确定函数， 初始条件 r0 也是确定的，且

(Bt)t∈R+ 是在P下的标准布朗运动，产生信息流 (Ft)t∈R+ . 设债券价格

P (t, T )在无套利假设下定义为

P (t, T ) = IE
[
e−

r T
t rsds

∣∣∣ Ft] , 0 ≤ t ≤ T.

回顾由 (rt)t∈R+的马氏性可得，存在函数

(t, x) 7→ F (t, x)

使得

F (t, rt) = P (t, T ), 0 ≤ t ≤ T.
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1. 设 (Xt)t∈R+ 为如下随机微分方程的解
dXt = −aXtdt+ σdBt, t > 0,

X0 = 0.

(8.19)

证明

rt = r0e−at + ϕ(t) +Xt, t > 0,

其中

ϕ(t) =
w t

0
θ(u)e−a(t−u)du, t ∈ R+.

2. 运用伊藤算子，推导函数 (t, x) 7→ F (t, x) 所满足的偏微分方程。

3. 注意到 (参见 练习 4.2)
r T
t
Xsds 在已知 Ft的条件下服从高斯分布， 则

有

IE

[w T

t
Xsds

∣∣∣ Ft] =
Xt

a
(1− e−a(T−t))

且

Var

[w T

t
Xsds

∣∣∣ Ft] =
σ2

a2

w T

t
(e−a(T−s) − 1)2ds.

证明债券价格P (t, T )可写为

P (t, T ) = eA(t,T )+XtC(t,T ),

其中 A(t, T ) 和 C(t, T ) 是待定函数。

4. 证明在该模型中，瞬时远期利率

f(t, T ) = −∂ logP (t, T )

∂T

满足

f(t, T ) = r0e−aT +ϕ(T )+Xte
−a(T−t)− σ2

2a2
(1−e−a(T−t))2, 0 ≤ t ≤ T.

5. 计算dtf(t, T ) 并推导瞬时远期利率f(t, T )所满足的 随机微分方程。

6. 证明该方程满足HJM无套利条件。
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7. 设初始利率曲线的市场数据由以下函数给出

T 7→ fM(0, T ).

证明可选取合适的函数ϕ(t)使得 理论 值f(0, T )符合市场值fM(0, T )，

即

f(0, T ) = fM(0, T ), ∀ T > 0.

8. 证明选取θ(t) 等于

θ(t) = afM(0, t) +
∂fM

∂t
(0, t) +

σ2

2a
(1− e−2at), t > 0,

要满足

f(0, T ) = fM(0, T ), ∀ T > 0.

9. 证明
dP (t, T )

P (t, T )
= rtdt+ ζtdBt,

和

d
(

e−
r t
0 rsdsP (t, T )

)
= ζte

−
r t
0 rsdsP (t, T )dBt, (8.20)

其中 (ζt)t∈[0,T ] 是一个待定过程。

10. 设远期测度 P̃ 可通过关于测度的 P的条件密度定义为

IE

[
dP̃
dP

∣∣∣ Ft] =
P (t, T )

P (0, T )
e−

r t
0 rsds

. 通过解方程 (4.10)计算 dP̃/dP.

11. 运用 Girsanov 定理，在远期测度 P̃ 下计算rt的动态。

12. 运用伊藤算子，证明

t 7→ P (t, S)

P (t, T )
, 0 ≤ t ≤ T ≤ S,

在P̃下是鞅。
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13. 证明

IEP̃

[
P (T, S)

∣∣∣ Ft] =
P (t, S)

P (t, T )
, 0 ≤ t ≤ T ≤ S,

且由此等式，得出以P (t, S)/P (t, T )表示的下式的值

A(T, S) + C(T, S) IE[XT | Ft] +
1

2
|C(T, S)|2 Var[XT | Ft].

14. 计算债券卖出期权在t时的价格

IEP

[
e−

r T
t rsds(K − P (T, S))+

∣∣∣ Ft] = P (t, T ) IEP̃

[
(K − P (T, S))+

∣∣∣ Ft] .
回顾 x − K = (x − K)+ − (K − x)+，且 在给定 Ft的条件下，

若X是中心高斯随机变量，均值为 mt方差为 v2
t 则有

IE[(eX −K)+ | Ft] = Φ

(
vt
2

+
1

vt
(mt + v2

t /2− logK)

)
−KΦ

(
−vt

2
+

1

vt
(mt + v2

t /2− logK)

)
其中

Φ(x) =
w x

−∞
e−y

2/2 dy√
2π
, x ∈ R,

为高斯分布函数。
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第第第九九九章章章 LIBOR模模模型型型中中中利利利率率率上上上限限限和和和利利利率率率互互互换换换期期期权权权

的的的定定定价价价

本章中我们考虑用关于伦敦银行间同业拆借利率（LIBOR）的远期

测度来定价 利率上限和利率互换期权，其中关于LIBOR的远期利率可用

不同的复利方式来定义。 同时我们也介绍在下一章Brace-Gatarek-Musiela

(BGM)模型中用到的互换利率。

§9.1 利利利率率率上上上限限限的的的定定定价价价

回顾敲定价格为κ的即期利率f(T, T, S)的利率上限单元，参见第 7章

它是一个损益为

(f(T, T, S)− κ)+,

的合约，在远期测度下其t ∈ [0, T ]时刻的价格为

IE
[
e−

r S
t rsds(f(T, T, S)− κ)+

∣∣∣ Ft] = P (t, S) IES

[
(f(T, T, S)− κ)+ | Ft

]
,

其中 IES 表示在测度 PS下的期望，其密度为

dPS
dP

=
1

P (0, S)
e−

r S
0 rsds,

即

dPS |Ft
dP|Ft

=
e−

r S
t rsds

P (t, S)
, or IEP

[
dPS
dP

∣∣∣ Ft] =
P (t, S)

P (0, S)
e−

r t
0 rsds,

t ∈ [0, S].

在实际中，到期日期被安排为一个离散的 期限结构

{0 = T0 < T1 < T2 < · · · < Tn}.

图 5.1中远期利率曲线的实例数据在表格 9.1中给出，其中包含

了 (T1, T2, . . . , T23)和t = 07/05/2003且 δ = 六个月时 {f(t, t + Ti, Ti +

δ)}i=1,...,23的值。



N. Privault

TimeSerieNb 505
AsOfDate 7mai03
2D 2,55
1W 2,53
1M 2,56
2M 2,52
3M 2,48
1Y 2,34
2Y 2,49
3Y 2,79
4Y 3,07
5Y 3,31
6Y 3,52
7Y 3,71
8Y 3,88
9Y 4,02
10Y 4,14
11Y 4,23
12Y 4,33
13Y 4,4
14Y 4,47
15Y 4,54
20Y 4,74
25Y 4,83
30Y 4,86

图 9.1 基于利率期限结构的远期利率.

更一般地，我们可以考虑关于给定的利率期限结构 {Ti, . . . , Tj}, 1 ≤ i <

j ≤ n利率上限而不是利率上限单元，它的损益为

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)(f(Tk, Tk, Tk+1)− κ)+.

由于利率上限可以分解为利率上限单元的和， 类似于利率上限单元的

定价很容易推导出利率上限的定价公式。因此利率上限在时刻 t ∈ [0, Ti]的

价格为

IE

[
j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)e−
r Tk+1
t rsds(f(Tk, Tk, Tk+1)− κ)+

∣∣∣ Ft]

=

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk) IE
[
e−

r Tk+1
t rsds(f(Tk, Tk, Tk+1)− κ)+

∣∣∣ Ft]
=

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (t, Tk+1) IEk+1

[
(f(Tk, Tk, Tk+1)− κ)+

∣∣∣ Ft] ,
其中 IEk+1 表示在定义为

dPk+1

dP
=

1

P (0, Tk+1)
e−

r Tk+1
0 rsds, k = 0, . . . , n− 1,

的远期测度Pk+1的期望。参见定义 7.1.
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随机利率模型及相关衍生品定价

§9.2 远远远期期期利利利率率率测测测度度度和和和期期期限限限结结结构构构

本章中我们重新考虑多元远期测度Pi, i = 1, . . . , n的构造。 回顾无套

利条件就是说

t 7→ e−
r t
0 rsdsP (t, Ti), 0 ≤ t ≤ Ti, i = 1, . . . , n,

是一个在P下的Ft-鞅。

定定定义义义 9.1. 概率测度Pi定义为

dPi
dP

=
1

P (0, Ti)
e−

r Ti
0 rsds, i = 1, . . . , n.

注意到 i = 1, . . . , n，我们有

IE

[
dPi
dP

∣∣∣ Ft] =
1

P (0, Ti)
IE
[
e−

r Ti
0 rsds

∣∣∣ Ft]
=

P (t, Ti)

P (0, Ti)
e−

r t
0 rsds, 0 ≤ t ≤ Ti.

更进一步，对于所有的i = 1, . . . , n我们有

dPi|Ft
dP|Ft

=
e−

r Ti
t rsds

P (t, Ti)
, 0 ≤ t ≤ Ti. (9.1)

实际上，对于所有的有界和Ft-可测的随机变量G，

IE
[
GF e−

r Ti
t rsds

]
= P (0, Ti) IEi

[
Ge

r t
0 rsdsF

]
= P (0, Ti) IEi

[
Ge

r t
0 rsds IEi[F | Ft]

]
= IE

[
Ge−

r Ti
t rsds IEi[F | Ft]

]
= P (t, Ti) IE [G IEi[F | Ft]] ,

因此对于所有的可积随机变量F有

IE
[
F e−

r Ti
t rsds

∣∣∣ Ft] = P (t, Ti) IEi[F | Ft], 0 ≤ t ≤ Ti,

(9.1)得证。
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现在开始我们假设在(7.7)中 债券价格P (t, Ti) i = 1, . . . , n的动态为

dP (t, Ti)

P (t, Ti)
= rtdt+ ζi(t)dBt. (9.2)

下面的说法是平行于命题 7.3.

命命命题题题 9.1. 对于 i = 1, . . . , n, 设

Bi
t := Bt −

w t

0
ζi(s)ds, 0 ≤ t ≤ Ti, (9.3)

则 (Bi
t)t∈[0,Ti] 是一个Pi下的标准布朗运动。

Proof. 设

Φi(t) = IE

[
dPi
dP

∣∣∣ Ft] =
P (t, Ti)

P (0, Ti)
e−

r t
0 rsds, 0 ≤ t ≤ Ti,

我们有 dΦi(t) = Φi(t)ζi(t)dBt, 因此由Girsanov定理，

Bt −
w t

0

1

Φi(s)
d〈Φi, B〉s = Bt −

w t

0
ζi(s)ds, 0 ≤ t ≤ Ti,

是一个在Pi下的连续鞅。

回顾Pi下的期望表示为IEi。 下面的结果是和命题 7.2有关的。

命命命题题题 9.2. For all 1 ≤ i, j ≤ n we have

IEi

[
dPj
dPi

∣∣∣ Ft] =
P (0, Ti)

P (0, Tj)

P (t, Tj)

P (t, Ti)
0 ≤ t ≤ Ti ∧ Tj, (9.4)

并且特别地过程

t 7→ P (t, Tj)

P (t, Ti)
, 0 ≤ t ≤ Ti ∧ Tj,

是一个Pi下的Ft-鞅 , 1 ≤ i, j ≤ n.

Proof. 对于所有有界Ft-可测随机变量F 我们有
1

IEi

[
F
dPj
dPi

]
= IE

[
F
dPj
dP

]
1我们将对于所有有界且 Ft-可测随机变量G重复使用特征函数X = IE[F |Ft] ⇔

IE[GX] = IE[GF ], 参见附录的(11.3).
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随机利率模型及相关衍生品定价

=
1

P (0, Tj)
IE
[
F e−

r Tj
0 rτdτ

]
=

1

P (0, Tj)
IE
[
F e−

r t
0 rτdτP (t, Tj)

]
=

1

P (0, Tj)
IE

[
F e−

r Ti
0 rτdτ

P (t, Tj)

P (t, Ti)

]
= IEi

[
F
P (0, Ti)

P (0, Tj)

P (t, Tj)

P (t, Ti)

]
,

(9.4)得证.

对于任意的i, j = 1, . . . , n由(9.2)通过伊藤公式我们有

d

(
P (t, Tj)

P (t, Ti)

)
=

P (t, Tj)

P (t, Ti)
(ζj(t)− ζi(t))(dBt − ζi(t)dt)

=
P (t, Tj)

P (t, Ti)
(ζj(t)− ζi(t))dBi

t,

用命题 9.1就证明了命题 9.2的第二部分，即 P (t, Tj)/P (t, Ti)的鞅性。

我们用 年计数器 的定义来结束本节内容。

P (t, Ti, Tj) =

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (t, Tk+1), 0 ≤ t ≤ Ti, (9.5)

1 ≤ i < j ≤ n, 满足一下的鞅性。

命命命题题题 9.3. 折扣年计数器

t 7→ e−
r t
0 rsdsP (t, Ti, Tj), 0 ≤ t ≤ Ti,

是在P的鞅，1 ≤ i < j ≤ n。

Proof. 这一结果可由线性性和t 7→ e−
r t
0 rsdsP (t, Tk)对于所有的k =

i, . . . , j都是鞅的事实得到。另一方面，有标准的推导有，设 δi = Ti+1 − Ti,
i = 1, . . . , n− 1,

IE
[
e−

r T
0 rsdsP (T, Ti, Tj)

∣∣∣ Ft] =

j−1∑
k=i

δk IE
[
e−

r T
0 rsdsP (T, Tk+1)

∣∣∣ Ft]
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=

j−1∑
k=i

δk IE
[
e−

r T
0 rsds IE

[
e−

r Tk+1
T rsds

∣∣∣ FT] ∣∣∣ Ft]
=

j−1∑
k=i

δk IE
[
e−

r T
0 rsds IE

[
e−

r Tk+1
T rsds

∣∣∣ FT] ∣∣∣ Ft]
=

j−1∑
k=i

δk IE
[
IE
[
e−

r T
0 rsdse−

r Tk+1
T rsds

∣∣∣ FT] ∣∣∣ Ft]
=

j−1∑
k=i

δk IE
[
IE
[
e−

r Tk+1
0 rsds

∣∣∣ FT] ∣∣∣ Ft]
=

j−1∑
k=i

δk IE
[
e−

r Tk+1
0 rsds

∣∣∣ Ft]
=

j−1∑
k=i

δkP (t, Tk+1)

= P (t, Ti, Tj),

对于 0 ≤ t ≤ T ≤ Ti. �

特别地我们有

P (t, Ti, Ti+1) = (Ti+1 − Ti)P (t, Ti+1), 0 ≤ t ≤ Ti.

1 ≤ i < n.

注意到

d
(

e−
r t
0 rsdsP (t, Ti, Tj)

)
=

j−1∑
k=i

d
(

e−
r t
0 rsdsP (t, Tk+1)

)
= e−

r t
0 rsds

j−1∑
k=i

ζk+1(t)P (t, Tk+1)dBt

= e−
r t
0 rsdsP (t, Ti, Tj)

j−1∑
k=i

vi,jk+1(t)ζk+1(t)dBt,

其中

vi,jk (t) :=
P (t, Tk)

P (t, Ti, Tj)
, 0 ≤ t ≤ Ti,

1 ≤ i < j ≤ n, 1 ≤ k ≤ n这就证明了命题 9.3的结果.
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§9.3 互互互换换换和和和互互互换换换期期期权权权

利率互换使得我们有可能用一个固定利率κ来交换一个变动的 远期利

率f(t, T, S)。这样的交换将产生一个 在时刻t现金流的

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (t, Tk+1)(f(t, Tk, Tk+1)− κ).

关于 κ 的 S(t, Ti, Tj)值抵消了这笔现金流:

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (t, Tk+1)(f(t, Tk, Tk+1)− S(t, Ti, Tj)) = 0 (9.6)

被称为互换利率S(t, Ti, Tj)，它满足

S(t, Ti, Tj) =
1

P (t, Ti, Tj)

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (t, Tk+1)f(t, Tk, Tk+1), (9.7)

其中 P (t, Ti, Tj) 是一个在(9.5)中定义的年计数器.

特别地，当j = i+ 1我们有

S(t, Ti, Ti+1) = f(t, Ti, Ti+1),

即在这种情况下远期利率和互换利率是一致的。

一个利率上限期权是一个保护基于利率互换风险的合约，其损益为(
j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)e−
r Tk+1
Ti

rsds(f(Ti, Tk, Tk+1)− κ)

)+

.

这个利率上限期权在时刻t ∈ [0, Ti]可定价为

IE

e−
r Ti
t rsds

(
j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)e−
r Tk+1
Ti

rsds(f(Ti, Tk, Tk+1)− κ)

)+ ∣∣∣ Ft
 .
(9.8)
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与利率上限不同，上式的正部不能从和式取出来。然而利率互换期权的价

格可以用界为 :

IE

e−
r Ti
t rsds

(
j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)e−
r Tk+1
Ti

rsds(f(Ti, Tk, Tk+1)− κ)

)+ ∣∣∣ Ft


≤ IE

[
e−

r Ti
t rsds

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)e−
r Tk+1
Ti

rsds(f(Ti, Tk, Tk+1)− κ)+
∣∣∣ Ft]

=

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk) IE
[
e−

r Tk+1
t rsds(f(Ti, Tk, Tk+1)− κ)+

∣∣∣ Ft]
=

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (t, Tk+1) IEk+1

[
(f(Ti, Tk, Tk+1)− κ)+

∣∣∣ Ft] .
随后在实际上互换期权的价格(9.8)可以计算为

IE

e−
r Ti
t rsds

(
j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (Ti, Tk+1)(f(Ti, Tk, Tk+1)− κ)

)+ ∣∣∣ Ft
 ,
(9.9)

这意味着我们可以用其关于FTi的条件期望P (Ti, Tk+1)来渐近折扣因子e−
r Tk+1
Ti

rsds。

(9.9)的使用而不是(9.8)将是在计算利率互换期权价格时连接LIBOR 的关

键，参见下面的(9.22)。

注意到当j = i + 1， 利率互换期权 (9.9) 与在时间间隔为δi := Ti+1 − Ti的
时间区间[Ti, Ti+1]上的利率上限在时刻t的价格一致因为

IE
[
e−

r Ti
t rsds ((Ti+1 − Ti)P (Ti, Ti+1)(f(Ti, Ti, Ti+1)− κ))+

∣∣∣ Ft]
= (Ti+1 − Ti) IE

[
e−

r Ti
t rsdsP (Ti, Ti+1) ((f(Ti, Ti, Ti+1)− κ))+

∣∣∣ Ft]
= δi IE

[
e−

r Ti
t rsds IE

[
e−

r Ti+1
Ti

rsds
∣∣∣ FTi] ((f(Ti, Ti, Ti+1)− κ))+

∣∣∣ Ft]
= δi IE

[
IE

[
e−

r Ti
t rsdse−

r Ti+1
Ti

rsds ((f(Ti, Ti, Ti+1)− κ))+
∣∣∣ FTi] ∣∣∣ Ft]

= δi IE
[
e−

r Ti+1
t rsds ((f(Ti, Ti, Ti+1)− κ))+

∣∣∣ Ft] ,
0 ≤ t ≤ Ti.
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§9.4 伦伦伦敦敦敦银银银行行行间间间同同同业业业拆拆拆借借借利利利率率率 (LIBOR) 模模模型型型

回顾远期利率f(t, T, S), 0 ≤ t ≤ T ≤ S，它通过以下的关系式定义

P (t, T )− P (t, S) exp ((S − T )f(t, T, S)) = 0, (9.10)

或者

exp ((S − T )f(t, T, S)) =
P (t, T )

P (t, S)
,

即

f(t, T, S) = − logP (t, S)− logP (t, T )

S − T
.

为了计算互换期权的价格用伦敦银行间同业拆借市场中的远期利率

比(9.10)中给出的 标准远期利率更好。

LIBOR市场中t时刻的远期利率合约赋予其所有者在未来时间区间 [T, S]内

获得利率L(t, T, S)。然而，在时间区间[T, S]内的债务的远期LIBOR率L(t, T, S)

是用单利而不是指数复利形式定义的，即在式(9.10)中代入关系式

1 + (S − T )L(t, T, S) =
P (t, T )

P (t, S)
.

等价地我们有

P (t, T )− P (t, S)− P (t, S)(S − T )L(t, T, S) = 0,

0 ≤ t ≤ T < S 因此我们就得到了以下的定义。

定定定义义义 9.2. 在时刻t关于[T, S]的债务的远期 LIBOR 率 L(t, T, S) 定义为

L(t, T, S) =
1

S − T

(
P (t, T )

P (t, S)
− 1

)
, 0 ≤ t ≤ T < S.

关于LIBOR率的动态模型（BGM模型）将在 10章中考虑。

注意到如果 1 ≤ i < j ≤ n 我们有

P (t, Tj) = P (t, Ti)

j−1∏
k=i

1

1 + (Tk+1 − Tk)L(t, Tk, Tk+1)
, 0 ≤ t ≤ Ti,
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并且如果 1 ≤ j ≤ i ≤ n,

P (t, Tj) = P (t, Ti)
i−1∏
k=j

(1 + (Tk+1 − Tk)L(t, Tk, Tk+1)), 0 ≤ t ≤ Tj.

瞬时远期利率f(t, T ) 可从LIBOR L(t, T, S)得到

f(t, T ) = − ∂

∂T
logP (t, T )

= − 1

P (t, T )

∂P

∂T
(t, T )

= − 1

P (t, T )
lim
S↘T

P (t, S)− P (t, T )

S − T

= − lim
S↘T

P (t, S)− P (t, T )

(S − T )P (t, S)

= lim
S↘T

L(t, T, S)

= L(t, T, T ).

在这个模型中短期利率满足

rt = L(t, t, t), t ∈ R+.

图 9.2 给出了由Vasicek模型的上一个图例通过简单复利计算出的即期利率

t 7→ L(t, t, T )的一个模拟。

 4.5

 5

 5.5

 6

 6.5

 7

 7.5

 8

 8.5

 9

 0  5  10  15  20

L(
t,t

,T
)

t

图 9.2 t 7→ L(t, t, T )的图形.
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远期曲线 T 7→ L(0, T, T + δ) 在时刻t = 0的图形描绘在图 9.3中，同样是

用Vasicek模型中的债券价格计算出来的。

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 4.5

 5

 5.5

 6

 0  5  10  15  20

L(
0,

T,
T+

de
lta

)

T

图 9.3 T 7→ L(0, T, T + δ)的图形.

§9.5 LIBOR市市市场场场中中中的的的互互互换换换率率率

由 (9.6) LIBOR市场中的远期互换率 S(t, Ti, Tj) 满足

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (t, Tk+1)(L(t, Tk, Tk+1)− S(t, Ti, Tj)) = 0.

命命命题题题 9.4. 我们有

S(t, Ti, Tj) =
P (t, Ti)− P (t, Tj)

P (t, Ti, Tj)
, 0 ≤ t ≤ Ti, 1 ≤ i < j ≤ n.

Proof. 由远期LIBOR率L(t, T, S)的定义我们有

P (t, Tk)− P (t, Tk+1)− (Tk+1 − Tk)P (t, Tk+1)L(t, Tk, Tk+1) = 0,

因此对 k = i, . . . , j − 1求和可得

P (t, Ti)− P (t, Tj)−
j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (t, Tk+1)L(t, Tk, Tk+1) = 0.
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最后，(9.7) 满足

S(t, Ti, Tj) =
1

P (t, Ti, Tj)

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (t, Tk+1)L(t, Tk, Tk+1)

=
P (t, Ti)− P (t, Tj)

P (t, Ti, Tj)
. (9.11)

显然满足命题 9.4的关于互换率的简单表达式不能由(9.10)定义的 标

准(即非 LIBOR)利率得到。

远期互换率 S(t, Ti, Tj)同样满足

P (t, Ti)− P (t, Tj)− S(t, Ti, Tj)

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (t, Tk+1) = 0, (9.12)

0 ≤ t ≤ Ti, 1 ≤ i < j ≤ n.

当 j = i+ 1时，互换率 S(t, Ti, Ti+1) 与远期利率 L(t, Ti, Ti+1)一致:

S(t, Ti, Ti+1) = L(t, Ti, Ti+1), 1 ≤ i ≤ n− 1, (9.13)

且债券价格P (t, Ti)可以通过以下的关系式由远期互换率S(t, Ti, Tj)得到

P (t, Ti+1) =
P (t, Ti)

1 + (Ti+1 − Ti)S(t, Ti, Ti+1)
,

且

P (t, Tj) =

P (t, Ti)− S(t, Ti, Tj)

j−2∑
k=i

(Tk − Tk−1)P (t, Tk+1)

1 + (Tj − Tj−1)S(t, Ti, Tj)
,

0 ≤ t ≤ Ti, 1 ≤ i < j ≤ n.

§9.6 远远远期期期互互互换换换率率率测测测度度度

在本节中我们介绍在互换期权中用到的远期测度，并讨论其相关性

质。
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定定定义义义 9.3. 远期互换测度 Pi,j定义为

dPi,j
dP

= e−
r Ti
0 rsds

P (Ti, Ti, Tj)

P (0, Ti, Tj)
,

1 ≤ i < j ≤ n.

由命题 9.3，我们有

IE

[
dPi,j
dP

∣∣∣ Ft] =
1

P (0, Ti, Tj)
IE
[
e−

r Ti
0 rsdsP (Ti, Ti, Tj)

∣∣∣ Ft]
=

P (t, Ti, Tj)

P (0, Ti, Tj)
e−

r t
0 rsds, 0 ≤ t ≤ Ti.

命命命题题题 9.5.

dPi,j|Ft
dP|Ft

= e−
r Ti
t rsds

P (Ti, Ti, Tj)

P (t, Ti, Tj)
, 0 ≤ t ≤ Ti (9.14)

成立。

Proof. 要证明本命题，只需证明对于所有的可积随机变量F有

IEi,j[F |Ft] = IE

[
F e−

r T
t rsds

P (Ti, Ti, Tj)

P (t, Ti, Tj)

∣∣∣ Ft] . (9.15)

现在，对于任意的有界且Ft-可测的随机变量G我们有

IE
[
GFP (Ti, Ti, Tj)e

−
r T
t rsds

]
= P (0, Ti, Tj) IEi,j

[
GF e

r t
0 rsds

]
= P (0, Ti, Tj) IEi,j

[
Ge

r t
0 rsds IEi,j [F |Ft]

]
= IE

[
GP (Ti, Ti, Tj)e

−
r Ti
0 rsdse

r t
0 rsds IEi,j [F |Ft]

]
= IE

[
GP (Ti, Ti, Tj)e

−
r Ti
t rsds IEi,j [F |Ft]

]
= IE

[
G IE

[
P (Ti, Ti, Tj)e

−
r Ti
t rsds|Ft

]
IEi,j [F |Ft]

]
= IE [GP (t, Ti, Tj) IEi,j [F |Ft]] ,

其中我们应用了命题 9.3，由条件期望的特征(11.3)就证明了(9.15)式。

�
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作为命题 9.5的结果我们同样有

dPi,j|Ft
dPk|Ft

= P (t, Tk)e
−

r Ti
Tk

rsdsP (Ti, Ti, Tj)

P (t, Ti, Tj)
, 0 ≤ t ≤ Ti ∧ Tk,

因此在 t = 0时,

dPi,j
dPk

=
P (0, Tk)

P (0, Ti, Tj)
e
−

r Ti
Tk

rsdsP (Ti, Ti, Tj), (9.16)

1 ≤ i < j ≤ n. 我们同样得到以下的结果，它是命题 7.2和 9.2的推广。

命命命题题题 9.6. 对于所有的 1 ≤ i < j ≤ n 和 1 ≤ k ≤ n 我们有

IEi,j

[
dPk
dPi,j

∣∣∣ Ft] =
P (0, Ti, Tj)

P (0, Tk)

P (t, Tk)

P (t, Ti, Tj)
0 ≤ t ≤ Ti ∧ Tk, (9.17)

且

IEk

[
dPi,j
dPk

∣∣∣ Ft] =
P (0, Tk)

P (0, Ti, Tj)

P (t, Ti, Tj)

P (t, Tk)
0 ≤ t ≤ Ti ∧ Tk. (9.18)

特别地，过程

t 7→ vi,jk (t) :=
P (t, Tk)

P (t, Ti, Tj)

是一个在 Pi,j下的 Ft-鞅，且

t 7→ vki,j(t) :=
P (t, Ti, Tj)

P (t, Tk)

是一个在Pk下的 Ft-鞅。

Proof. 对于所有有界且 Ft-可测的随机变量 F 我们有

IEi,j

[
F
dPk
dPi,j

]
= IE

[
F
dPk
dP

]
=

1

P (0, Tk)
IE
[
F e−

r Tk
0 rudu

]
=

1

P (0, Tk)
IE
[
F e−

r t
0 ruduP (t, Tk)

]
=

1

P (0, Tk)
IE

[
F e−

r Ti
0 ruduP (Ti, Ti, Tj)

P (t, Tk)

P (t, Ti, Tj)

]
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=
P (0, Ti, Tj)

P (0, Tk)
IEi,j

[
F

P (t, Tk)

P (t, Ti, Tj)

]
,

这就证明了 (9.17). 类似地我们有

IEk

[
F
dPi,j
dPk

]
= IE

[
F
dPi,j
dP

]
=

1

P (0, Ti, Tj)
IE
[
F e−

r Ti
0 ruduP (Ti, Ti, Tj)

]
=

1

P (0, Ti, Tj)
IE
[
F e−

r t
0 ruduP (t, Ti, Tj)

]
=

1

P (0, Ti, Tj)
IE

[
F e−

r Tk
0 rudu

P (Tk, Tk)

P (t, Tk)
P (t, Ti, Tj)

]
=

P (0, Tk)

P (0, Ti, Tj)
IEk

[
F
P (t, Ti, Tj)

P (t, Tk)

]
,

这就证明了 (9.18)。 t 7→ vi,jk (t) 和 t 7→ vki,j(t)分别为Pi,j 和 Pk下的鞅的事实
可由附录 A中命题 11.2之后的注解得到。

由命题 9.6可知，互换率

S(t, Ti, Tj) =
P (t, Ti)− P (t, Tj)

P (t, Ti, Tj)

= vi,ji (t)− vi,jj (t), 0 ≤ t ≤ Ti,

是一个在Pi,j下的鞅，这同样也由附录 A中命题 11.2之后的注解得到。

更确切地说，我们可以构造一个在Pi,j下的标准布朗运动 (Bi,j
t )t∈R+ 作

为S(t, Ti, Tj)随机变化的驱动，参见 命题 9.7 和下面的9.8。前面我们令

δk = Tk+1 − Tk, k = 1, . . . , n− 1.

命命命题题题 9.7. 对于所有的 i, j = 1, . . . , n，过程

Bi,j
t := Bt −

j−1∑
l=i

δl
w t

0
vi,jl+1(s)ζl+1(s)ds, 0 ≤ t ≤ Ti, (9.19)

是一个在Pi,j下的标准布朗运动。

Proof. 由伊藤计算我们有，对于所有的 i, j = 1, . . . , n,

dvi,jk (t) = d

(
P (t, Tk)

P (t, Ti, Tj)

)
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=
dP (t, Tk)

P (t, Ti, Tj)
− P (t, Tk)

P (t, Ti, Tj)2
dP (t, Ti, Tj) +

P (t, Tk)

P (t, Ti, Tj)3
|dP (t, Ti, Tj)|2

− 1

P (t, Ti, Tj)2
dP (t, Tk) · dP (t, Ti, Tj)

=
dP (t, Tk)

P (t, Ti, Tj)
− P (t, Tk)

P (t, Ti, Tj)2

j−1∑
l=i

δldP (t, Tl+1) +
P (t, Tk)

P (t, Ti, Tj)3
|dP (t, Ti, Tj)|2

− 1

P (t, Ti, Tj)2
dP (t, Tk) · dP (t, Ti, Tj)

=
P (t, Tk)

P (t, Ti, Tj)
(rtdt+ ζk(t)dBt)

− P (t, Tk)

P (t, Ti, Tj)2

j−1∑
l=i

δlP (t, Tl+1)(rtdt+ ζl+1(t)dBt)

+
P (t, Tk)

P (t, Ti, Tj)3

j−1∑
l,l′=i

δlδl′P (t, Tl+1)P (t, Tl′+1)ζl+1(t)ζl′+1(t)dt

−P (t, Tk)ζk(t)

P (t, Ti, Tj)2

j−1∑
l=i

δlζl+1(t)P (t, Tl+1)dt

= vi,jk (t)

(
ζk(t)dBt −

j−1∑
l=i

δlv
i,j
l+1(t)ζl+1(t)dBt

+

j−1∑
l,l′=i

δlδl′v
i,j
l+1(t)vi,jl′+1(t)ζl+1(t)ζl′+1(t)dt− ζk(t)

j−1∑
l=i

δlζl+1(t)vi,jl+1(t)dt

)

= vi,jk (t)

(
j−1∑
l=i

δlv
i,j
l+1(t)(ζk(t)− ζl+1(t))dBt

+

j−1∑
l,l′=i

δlδl′v
i,j
l+1(t)vi,jl′+1(t)(ζl+1(t)− ζk(t))ζl′+1(t)dt

)

= vi,jk (t)

j−1∑
l=i

δlv
i,j
l+1(t)(ζk(t)− ζl+1(t))

(
dBt −

j−1∑
l′=i

δl′v
i,j
l′+1(t)ζl′+1(t)dt

)

= vi,jk (t)

(
j−1∑
l=i

δlv
i,j
l+1(t)(ζk(t)− ζl+1(t))

)
dBi,j

t .

由于t 7→ vi,jk (t) 是一个连续鞅， 定义在(9.19)的Bi,j
t 是一个在Pi,j下的标准

布朗运动。
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当 j = i+ 1时，关系式 (9.19) 表明

Bi,i+1(t) = Bt −
w t

0
ζi+1(s)ds, 0 ≤ t ≤ Ti,

由于 vi,i+1
i+1 (t) = 1/δi, 因此由关系式 (9.3) 我们得到

(Bi,i+1
t )t∈[0,Ti] = (Bi+1

t )t∈[0,Ti]. (9.20)

由命题(9.19)等式在直到时刻Ti时都是成立的我们有

IEi,i+1

[
dPi,i+1

dPi+1

∣∣∣ Ft] = 1, 0 ≤ t ≤ Ti, (9.21)

虽然由(9.16)我们有

dPi,i+1

dPi+1

= P (Ti, Ti+1)e
r Ti+1
Ti

rsds,

因此 Pi,i+1 6= Pi.

我们现在用在[Sch05]17页中的布朗运动(Bi,j
t )t∈R+计算在Pi,j下的互换率动

态。

命命命题题题 9.8.

dS(t, Ti, Tj) = S(t, Ti, Tj)σi,j(t)dB
i,j
t , 0 ≤ t ≤ Ti,

成立，其中互换率波动率为

σi,j(t) =

j−1∑
l=i

δlv
i,j
l+1(t)(ζi(t)− ζl+1(t)) +

P (t, Tj)

P (t, Ti)− P (t, Tj)
(ζi(t)− ζj(t)),

1 ≤ i, j ≤ n.

Proof. 由 命题 9.7的证明我们有

dvi,jk (t) = vi,jk (t)

(
j−1∑
l=i

δlv
i,j
l+1(t)(ζk(t)− ζl+1(t))

)
dBi,j

t ,

因此

dS(t, Ti, Tj) = d

(
P (t, Ti)− P (t, Tj)

P (t, Ti, Tj)

)
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= dvi,ji (t)− dvi,jj (t)

=

(
j−1∑
l=i

δlv
i,j
l+1(t)(vi,ji (t)(ζi(t)− ζl+1(t))− vi,jj (t)(ζj(t)− ζl+1(t)))

)
dBi,j

t

=

(
j−1∑
l=i

ζl+1(t)δlv
i,j
l+1(t)(vi,jj (t)− vi,ji (t))

)
dBi,j

t

+
(
vi,ji (t)ζi(t)− vi,jj (t)ζj(t)

)
dBi,j

t

=

(
j−1∑
l=i

(ζl+1(t)− ζi(t))δlvi,jl+1(t)(vi,jj (t)− vi,ji (t))

)
dBi,j

t

+vi,jj (t) (ζi(t)− ζj(t)) dBi,j
t

= S(t, Ti, Tj)

(
j−1∑
l=i

δlv
i,j
l+1(t)(ζi(t)− ζl+1(t)) +

+
P (t, Tj)

P (t, Ti)− P (t, Tj)
(ζi(t)− ζj(t))

)
dBi,j

t

= S(t, Ti, Tj)σi,j(t)dB
i,j
t .

作为命题 9.8和推论 1.1的一个结果， 我们可以得出互换率S(t, Ti, Tj)是远

期互换率测度 Pi,j下鞅的事实。

在 10章中我们将用命题 9.8中得到的互换率动态，通过Black-Scholes公式

和互换率波动率σi,j(t)的渐近估计来计算互换期权的价格。

§9.7 LIBOR模模模型型型中中中的的的互互互换换换期期期权权权定定定价价价

由P (t, Ti, Tj)的定义(9.5)可知，定义了远期互换率 S(t, Ti, Tj) 关系式

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (t, Tk+1)(L(t, Tk, Tk+1)− S(t, Ti, Tj))

= P (t, Ti)− P (t, Tj)− S(t, Ti, Tj)

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (t, Tk+1)

= 0,

122

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html

"

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html


随机利率模型及相关衍生品定价

证明了

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (t, Tk+1)L(t, Tk, Tk+1)

= S(t, Ti, Tj)

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (t, Tk+1)

= P (t, Ti, Tj)S(t, Ti, Tj)

= P (t, Ti)− P (t, Tj),

因此

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (t, Tk+1)(L(t, Tk, Tk+1)− κ)

= P (t, Ti, Tj) (S(t, Ti, Tj)− κ) .

特别地对于t = Ti我们有(
j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (Ti, Tk+1)(L(Ti, Tk, Tk+1)− κ)

)+

= (P (Ti, Ti)− P (Ti, Tj)− κP (Ti, Ti, Tj))
+

= P (t, Ti, Tj) (S(Ti, Ti, Tj)− κ)+ .

由此，LIBOR市场中的互换期权可以通过(9.9)计算其价格，对于时刻

t ∈ [0, Ti]，在远期测度Pi下有

IE

e−
r Ti
t rsds

(
j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (Ti, Tk+1)(L(Ti, Tk, Tk+1)− κ)

)+ ∣∣∣ Ft


= IE
[
e−

r Ti
t rsds (P (Ti, Ti)− P (Ti, Tj)− κP (Ti, Ti, Tj))

+
∣∣∣ Ft]

= IE
[
e−

r Ti
t rsdsP (Ti, Ti, Tj) (S(Ti, Ti, Tj)− κ)+

∣∣∣ Ft]
= P (t, Ti) IEi

[
P (Ti, Ti, Tj) (S(Ti, Ti, Tj)− κ)+

∣∣∣ Ft] .
最后，由命题 9.5 我们也可以写出

IE

e−
r Ti
t rsds

(
j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (Ti, Tk+1)(L(Ti, Tk, Tk+1)− κ)

)+ ∣∣∣ Ft
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= IE
[
e−

r Ti
t rsdsP (Ti, Ti, Tj) (S(Ti, Ti, Tj)− κ)+

∣∣∣ Ft]
= P (t, Ti, Tj) IEi,j

[
(S(Ti, Ti, Tj)− κ)+

∣∣∣ Ft] , (9.22)

其中远期测度Pi,j如(9.14)所定义。

§9.8 练练练习习习

练习 9.1. 考虑一个市场，其中有三种到期日分别为 T1 = δ, T2 = 2δ 和

T3 = 3δ，价格分别为 P (t, T1), P (t, T2) 和 P (t, T3)的零息债券和定义分别

为

L(t, Ti, Ti+1) =
1

δ

(
P (t, Ti)

P (t, Ti+1)
− 1

)
, i = 1, 2

的远期 LIBOR L(t, T1, T2) 和 L(t, T2, T3)。 假设 L(t, T1, T2) 和 L(t, T2, T3)

被模拟为
dL(t, T1, T2)

L(t, T1, T2)
= γ1(t)dB2

t , 0 ≤ t ≤ T2, (9.23)

且L(t, T2, T3) = b, 0 ≤ t ≤ T1, 对于某常数 b > 0 和 函数n γ1(t), 其中 B2
t 是

在定义为

dP2

dP
=

e−
r T2
0 rsds

P (0, T2)

的远期利率测度P2下的标准布朗运动。

1. 通过解方程(9.23)来计算 L(t, T1, T2), 0 ≤ t ≤ T2 .

2. 计算敲定价格为κ的利率上限在时刻t的价格:

IE
[
e−

r Ti+1
t rsds(L(Ti, Ti, Ti+1)− κ)+

∣∣∣ Ft]
= P (t, Ti) IEi+1

[
(L(Ti, Ti, Ti+1)− κ)+ | Ft

]
, 0 ≤ t ≤ Ti,

其中IEi+1 表示在远期测度Pi+1, i = 1, 2下的期望。

3. 计算关于 b 和 L(t, T1, T2)的

P (t, T1)

P (t, T1, T3)
, 0 ≤ t ≤ T1, and

P (t, T3)

P (t, T1, T3)
, 0 ≤ t ≤ T2, ,

其中P (t, T1, T3) 是年计价单位

P (t, T1, T3) = δP (t, T2) + δP (t, T3), 0 ≤ t ≤ T2.
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4. 计算互换率的动态

t 7→ S(t, T1, T3) =
P (t, T1)− P (t, T3)

P (t, T1, T3)
, 0 ≤ t ≤ T2,

即证明

dS(t, T1, T3) = σ1,3(t)S(t, T1, T3)dB2
t ,

其中 σ1,3(t) 是一个待定随机过程。.

练习 9.2. 考虑一个市场，其中有短期利率 (rt)t∈R+ 和两个零息债券

P (t, T1), P (t, T2) 到期日分别为 T1 = δ 和 T2 = 2δ, 其中 P (t, Ti) 是通过

dP (t, Ti)

P (t, Ti)
= rtdt+ ζi(t)dBt, i = 1, 2

模拟的。同时考虑定义为

L(t, T1, T2) =
1

δ

(
P (t, T1)

P (t, T2)
− 1

)
, 0 ≤ t ≤ T1,

的远期 LIBOR L(t, T1, T2)且假设 L(t, T1, T2) 如BGM模型被模拟为

dL(t, T1, T2)

L(t, T1, T2)
= γdB2

t , 0 ≤ t ≤ T1, (9.24)

其中 γ 是一个确定的常数，且

B2
t = Bt −

w t

0
ζ2(s)ds

是一个在远期测度P2下定义为

dP2

dP
= exp

(w T2

0
ζ2(s)dBs −

1

2

w T2

0
|ζ2(s)|2ds

)
的标准布朗运动。

1. 通过解方程 (9.24)计算L(t, T1, T2).

2. 计算敲定价格为κ的利率上限在时刻t的价格:

P (t, T2) IE2

[
(L(T1, T1, T2)− κ)+ | Ft

]
, 0 ≤ t ≤ T1,

其中IE2 表示在远期测度P2下的期望.
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练习 9.3. (练习 7.3 续).

1. 计算互换率过程

S(t, T1, T2) =
P (t, T1)− P (t, T2)

(T2 − T1)P (t, T2)
, t ∈ [0, T1]

在P2下的动态。

2. 利用在远期互换测度P1,2下的期望，计算关于LIBOR利率L(T1, T1, T2)的

互换期权价格

(T2 − T1) IE
[
e−

r T1
t rsdsP (T1, T2)(L(T1, T1, T2)− κ)+

∣∣∣ Ft] .
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第第第十十十章章章 Brace-Gatarek-Musiela (BGM) 模模模型型型

本章致力于讲述BGM模型，它是由漂移几何布朗运动驱动的关

于LIBOR率的非线性模型，并且不像HJM模型而是保证了 利率恒为正

数。在建立了BGM模型之后，我们将给出根据[Sch05]的方法来界定该模型

的要点。

§10.1 BGM 模模模型型型

BGM 模型在 [BGM97]中被引入来对LIBOR市场中如利率上限和互换

期权等利率衍生产品进行定价。

在前面章节中所介绍的模型(如HJM模型, 仿射模型等)有以下的缺点：

- 能精确计算的模型如Vasicek模型不满足利率恒为正数的性质。

-保证利率恒为正数的模型（如CIR模型）不能得到显式的解析式。

- 没有显示的解析式就意味着要用Monte Carlo方法来进行定价，这使得实

际应用中难以进行模型的界定。

- 这些模型中的远期利率的拟合都有问题。

因此寻找一个具有以下性质的模型就变得很有意义：

- 保证利率的正值

- 可推导出显式的定价公式。

这两个目标可以通过BGM模型来实现。 设债券价格P (t, Ti) 满足

dP (t, Ti)

P (t, Ti)
= rtdt+ ζi(t)dBt, i, . . . , n, (10.1)

其中 Bt 是一个P下的标准的布朗运动.
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对于 i = 1, . . . , n, 过程

Bi
t := Bt −

w t

0
ζi(s)ds, 0 ≤ t ≤ Ti,

是在 9.1定义的概率Pi下标准的Rd-值布朗运动。

在BGM模型中我们假设 L(t, Ti, Ti+1) 是Pi+1的标准几何布朗运动，即

dL(t, Ti, Ti+1)

L(t, Ti, Ti+1)
= γi(t)dB

i+1
t , (10.2)

0 ≤ t ≤ Ti, i = 1, . . . , n− 1, 对于确定函数 γi(t), i = 1, . . . , n− 1, 其解为

L(u, Ti, Ti+1) = L(t, Ti, Ti+1) exp

(w u

t
γi(s)dB

i+1
s − 1

2

w u

t
|γi|2(s)ds

)
,

即对于 u = Ti,

L(Ti, Ti, Ti+1) = L(t, Ti, Ti+1) exp

(w Ti

t
γi(s)dB

i+1
s − 1

2

w Ti

t
|γi|2(s)ds

)
.

由于 L(t, Ti, Ti+1)是一个在Pi+1, i = 0, . . . , n− 1下的几何布朗运动，标准利

率上限单元在时刻t ∈ [0, Ti]的价格可以由Black-Scholes计算出来，参见下

面的第 §10.2节。

现在我们来确定在P下的L(t, Ti, Ti+1)的动态。 再令

δk = Tk+1 − Tk, k = 1, . . . , n− 1.

命命命题题题 10.1. 对于 1 ≤ i < n 有

dL(t, Ti, Ti+1)

L(t, Ti, Ti+1)
= −γi(t)

n−1∑
j=i+1

δjγj(t)L(t, Tj, Tj+1)

1 + δjL(t, Tj, Tj+1)
dt+ γi(t)dB

n
t , (10.3)

0 ≤ t ≤ Ti, 七种γi(t) 是一个确定的函数， (Bn
t )t∈R+ 是Pn下的标准布朗运

动，且 L(t, Ti, Ti+1), 0 ≤ t ≤ Ti,是Pi+1, i = 1, . . . , n− 1下的鞅。

Proof. 我们有

d

(
P (t, Ti)

P (t, Ti+1)

)
= d(1 + δiL(t, Ti, Ti+1))
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= δiL(t, Ti, Ti+1)γi(t)dB
i+1
t

=
P (t, Ti)

P (t, Ti+1)

δiL(t, Ti, Ti+1)

1 + δiL(t, Ti, Ti+1)
γi(t)dB

i+1
t . (10.4)

在另一方面，利用动态

dP (t, Ti)

P (t, Ti)
= rtdt+ ζi(t)dBt, i = 1, . . . , n,

和伊藤公式，我们有

d

(
P (t, Ti)

P (t, Ti+1)

)
=

P (t, Ti)

P (t, Ti+1)
(ζi(t)− ζi+1(t))(dBt − ζi+1(t)dt)

=
P (t, Ti)

P (t, Ti+1)
(ζi(t)− ζi+1(t))dBi+1

t . (10.5)

由(10.4)的证明 和(10.5)可得

ζi+1(t)− ζi(t) = −δiL(t, Ti, Ti+1)γi(t)

1 + δiL(t, Ti, Ti+1)
,

0 ≤ t ≤ Ti, i = 1, . . . , n− 1, 和

dL(t, Ti, Ti+1)

L(t, Ti, Ti+1)
= γi(t)dB

i+1
t

= γi(t)dB
i
t +

δiL(t, Ti, Ti+1)|γi|2(t)

1 + δiL(t, Ti, Ti+1)
dt.

回顾前面我们有

dBi+1
t = dBt − ζi+1(t)dt 和

dBi+1
t = dBi

t − (ζi+1(t)− ζi(t))dt, 1 ≤ i ≤ n− 1,

则我们有

ζk(t) = ζi(t)−
k−1∑
j=i

δjL(t, Tj, Tj+1)γj(t)

1 + δjL(t, Tj, Tj+1)
, (10.6)

0 ≤ t ≤ Ti, 1 ≤ i < k ≤ n, 并且对于 k > i,

dL(t, Ti, Ti+1)

L(t, Ti, Ti+1)
= γi(t)dB

i+1
t

= γi(t)dB
k
t − γi(t)(dBk

t − dBi+1
t )
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= γi(t)dB
k
t −

k−1∑
j=i+1

γi(t)(ζj(t)− ζj+1(t))dt

= −
k−1∑
j=i+1

δjL(t, Tj, Tj+1)

1 + δjL(t, Tj, Tj+1)
γi(t)γj(t)dt+ γi(t)dB

k
t ,

0 ≤ t ≤ Ti.

类似地，对于 1 ≤ k ≤ i < n 我们有:

dL(t, Ti, Ti+1)

L(t, Ti, Ti+1)
= γi(t)dB

k
t + γi(t)

i∑
j=k

(ζj(t)− ζj+1(t))dt

= γi(t)dB
k
t + γi(t)

i∑
j=k

δjγj(t)L(t, Tj, Tj+1)

1 + δjL(t, Tj, Tj+1)
dt.

§10.2 利利利率率率上上上限限限定定定价价价

作为关系式 (10.2)和Black-Scholes公式的结果 损益为

(L(Ti, Ti, Ti+1)− κ)+

的利率上限在时刻t ∈ [0, Ti]的价格可计算为

P (t, Ti+1) IEi+1

[
(L(Ti, Ti, Ti+1)− κ)+ | Ft

]
= P (t, Ti+1)Bl(κ, L(t, Ti, Ti+1), σi(t), 0, Ti − t),

其中 Bl(κ, x, σ, r, τ) 是定义在 §2.3节中的Black-Scholes 函数，其中

|σi(t)|2 =
1

Ti − t

w Ti

t
|γi|2(s)ds. (10.7)

反过来由Black-Scholes公式可计算出市场数据所隐含的利率上限的波动

率σBi (t)。 在图 10.1的表格给出了这种隐含波动率，其中离到期日的时

间Ti − t 为纵坐标，期限结构的时间段Tj − Ti为横坐标。

由于利率上限可以分解为利率上限单元之和，因此从利率上限单元的定价

可推出损益
j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)(L(Tk, Tk, Tk+1)− κ)+

130

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html

"

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html


随机利率模型及相关衍生品定价

Vol Cap At the Money
1M 3M 6M 12M 2Y 3Y 4Y 5Y 7Y 10Y

2D 9,25 9 8,85 18,6 18 16,8 15,7 14,7 13 11,3
1M 15,35 15,1 14,95 17,6 18,03 16,83 15,73 14,73 13,03 11,33
2M 15,75 15,5 15,35 18,1 18,41 17,11 16,01 15,01 13,26 11,56
3M 15,55 15,3 15,15 18,6 18,79 17,39 16,29 15,29 13,49 11,79
6M 17,55 17,3 17,15 18,7 18,28 16,98 15,88 14,98 13,48 11,98
9M 18,35 18,1 17,95 18,3 17,76 16,56 15,51 14,66 13,31 12,01
1Y 19,25 19 18,85 17,9 17,25 16,15 15,15 14,35 13,15 12,05
2Y 17,85 17,6 17,45 16,3 15,96 15,16 14,46 13,86 12,96 12,06
3Y 16,8 16,55 16,4 15,2 15,38 14,58 13,98 13,58 12,88 12,18
4Y 15,6 15,35 15,2 14,4 14,79 14,19 13,69 13,29 12,79 12,29
5Y 14,65 14,4 14,25 13,4 14,5 13,97 13,53 13,2 12,8 12,4
6Y 13,8 13,55 13,45 12,85 14,19 13,66 13,17 12,89 12,54 12,14
7Y 13,35 13,1 13 12,3 13,88 13,35 12,81 12,58 12,28 11,88
8Y 13,1 12,85 12,75 11,97 13,65 13,15 12,65 12,42 12,12 11,75
9Y 12,75 12,5 12,4 11,63 13,43 12,96 12,49 12,26 11,96 11,63
10Y 12,4 12,15 12,05 11,3 13,5 13,02 12,53 12,25 11,89 11,5
12Y 11,85 11,6 11,5 10,8 13,22 12,75 12,28 12,01 11,69 11,3
15Y 11,25 11 10,9 10,2 13 12,55 12,1 11,85 11,57 11,15
20Y 10,45 10,2 10,1 9,5 11,9 11,55 11,2 11,05 11,03 10,8
25Y 9,7 9,45 9,35 8,8 11,68 11,33 10,98 10,83 10,88 10,55
30Y 9,05 8,8 8,7 8,1 11,45 11,1 10,75 10,6 10,72 10,3

图 10.1 利率上限波动率

为的利率上限的价格，并且其在时刻t ∈ [0, Ti]价格为

j−1∑
k=i

δkP (t, Tk+1)Bl(κ, L(t, Tk, Tk+1), σk(t), 0, Tk − t).

§10.3 互互互换换换期期期权权权定定定价价价

我们已经知道LIBOR市场中损益为(
j−1∑
k=i

δkP (Ti, Tk+1)(L(Ti, Tk, Tk+1)− κ)

)+

的互换期权在时刻t ∈ [0, Ti]的价格

P (t, Ti) IEi

[
P (Ti, Ti, Tj) (S(Ti, Ti, Tj)− κ)+

∣∣∣ Ft]
= P (t, Ti, Tj) IEi,j

[
(S(Ti, Ti, Tj)− κ)+

∣∣∣ Ft] , (10.8)

其中鞅测度Pi,j已经在(9.14)中定义为

dPi,j|Ft
dP|Ft

= e−
r Ti
t rsds

P (Ti, Ti, Tj)

P (t, Ti, Tj)
, 0 ≤ t ≤ Ti,

1 ≤ i < j ≤ n，参见第 §9.7节.
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互换期权的价格可用Pi, 1 ≤ i ≤ k < j ≤ n下 L(t, Tk, Tk+1)的动态通

过Monte Carlo方法计算得到，但在市场的实际操作却使用渐近公式。回顾

前面定义的互换率 S(t, Ti, Tj)满足

S(t, Ti, Tj) =
1

P (t, Ti, Tj)

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (t, Tk+1)L(t, Tk, Tk+1), (10.9)

其中

P (t, Ti, Tj) =

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (t, Tk+1)

是一个年计数器。更进一步，定义为

t 7→ vi,jk (t) :=
P (t, Tk)

P (t, Ti, Tj)
, 0 ≤ t ≤ Ti ∧ Tj,

的过程 vi,jk 是一个在 Pi,j, 1 ≤ i, j ≤ n下的Ft-鞅且由命题 9.6 和 9.7我们有

dvi,jk (t) = vi,jk (t)

(
j−1∑
l=i

δlv
i,j
l+1(t)(ζk(t)− ζl+1(t))

)
dBi,j

t ,

其中对于所有的 i, j = 1, . . . , n，过程

Bi,j
t := Bt −

j−1∑
k=i

δk
w t

0
vi,jk+1(s)ζk+1(s)ds, 0 ≤ t ≤ Ti,

是在Pi,j下的标准布朗运动。

同时回顾命题 9.8有

dS(t, Ti, Tj) = S(t, Ti, Tj)σi,j(t)dB
i,j
t ,

其中，由关系式 (10.6)，互换率波动率σi,j(t)可计算为

σi,j(t) =

j−1∑
l=i

(
δlv

i,j
l+1(t)(ζi(t)− ζl+1(t)) +

P (t, Tj)

P (t, Ti)− P (t, Tj)
(ζi(t)− ζj(t))

)

=

j−1∑
l=i

δlv
i,j
l+1(t)

l∑
k=i

γk(t)δkL(t, Tk, Tk+1)

1 + δkL(t, Tk, Tk+1)
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+
P (t, Tj)

P (t, Ti)− P (t, Tj)

j−1∑
k=i

γk(t)δkL(t, Tk, Tk+1)

1 + δkL(t, Tk, Tk+1)

=

j−1∑
k=i

γk(t)δkL(t, Tk, Tk+1)

1 + δkL(t, Tk, Tk+1)

j−1∑
l=k

(
δlv

i,j
l+1(t) +

P (t, Tj)

P (t, Ti)− P (t, Tj)

)
=

1

S(t, Ti, Tj)
×

j−1∑
k=i

γk(t)δkL(t, Tk, Tk+1)

1 + δkL(t, Tk, Tk+1)

j−1∑
l=k

(
δlv

i,j
l+1(t)

P (t, Ti)− P (t, Tj)

P (t, Ti, Tj)
+

P (t, Tj)

P (t, Ti, Tj)

)

=
1

S(t, Ti, Tj)

j−1∑
k=i

γk(t)w
i,j
k (t)L(t, Tk, Tk+1),

且有

wi,jk (t) =
δk

1 + δkL(t, Tk, Tk+1)

(
j−1∑
l=k

δlv
i,j
l+1(t)

P (t, Ti)− P (t, Tj)

P (t, Ti, Tj)
+

P (t, Tj)

P (t, Ti, Tj)

)
,

和 wi,i+1
i (t) = 1，因此

σ2
i,j(t) =

1

S(t, Ti, Tj)2

j−1∑
l=i

j−1∑
k=i

γl(t)γk(t)w
i,j
l (t)wi,jk (t)L(t, Tl, Tl+1)L(t, Tk, Tk+1),

(10.10)

和 σi,i+1(t) = γi(t), i = 1, . . . , n− 1. 当 j = i+ 1时，虽然

dPi,i+1|Ft

dP|Ft
= e−

r Ti
t rsds

P (Ti, Ti, Ti+1)

P (t, Ti, Ti+1)

= e−
r Ti
t rsds

P (Ti, Ti+1)

P (t, Ti+1)

6= e−
r Ti+1
t rsds

P (t, Ti+1)

=
dPi+1|Ft

dP|Ft
, 0 ≤ t ≤ Ti,

但由 (9.20), (9.21)可知 (Bi,i+1
t )t∈[0,Ti] 和 (Bi+1

t )t∈[0,Ti] 一直到时刻Ti都是一

致的，且由 (9.13)互换期权的价格(10.8)可计算为

P (t, Ti, Ti+1) IEi,i+1

[
(S(Ti, Ti, Ti+1)− κ)+

∣∣∣ Ft]
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= (Ti+1 − Ti)P (t, Ti+1) IEi+1

[
(S(Ti, Ti, Ti+1)− κ)+

∣∣∣ Ft]
= (Ti+1 − Ti)P (t, Ti+1) IEi+1

[
(L(Ti, Ti, Ti+1)− κ)+

∣∣∣ Ft] ,
它等于

P (t, Ti+1)Bl(κ, L(t, Ti, Ti+1), σi(t), 0, Ti − t), (10.11)

其中 σi(t) 定义与(10.7). 下一个命题将这个关系式推广到一般的指标

1 ≤ i < j ≤ n的渐近形式 ，被称为是互换期权的渐近公式。

命命命题题题 10.2. 互换期权的价格

P (t, Ti, Tj) IEi,j

[
(S(Ti, Ti, Tj)− κ)+

∣∣∣ Ft]
可通过

P (t, Ti, Tj)Bl(κ, S(t, Ti, Tj), σ̃i,j(t), 0, Ti − t) (10.12)

渐近，其中

|σ̃i,j(t)|2 (10.13)

=
1

Ti − t

j−1∑
l,k=i

δkδlv
i,j
l+1(t)vi,jk+1(t)L(t, Tl, Tl+1)L(t, Tk, Tk+1)

|S(t, Ti, Tj)|2
w Ti

t
γl(s)γk(s)ds.

Proof. 更详细的推导我们推荐读者参考[Sch05]。 在此我们简单地把渐近的

过程叙述如下：

dS(t, Ti, Tj) = d

(
1

P (t, Ti, Tj)

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (t, Tk+1)L(t, Tk, Tk+1)

)

' 1

P (t, Ti, Tj)

j−1∑
k=i

(Tk+1 − Tk)P (t, Tk+1)dL(t, Tk, Tk+1)

=
1

P (t, Ti, Tj)

j−1∑
k=i

δkP (t, Tk+1)L(t, Tk, Tk+1)γk(t)dB
k+1
t

= S(t, Ti, Tj)

j−1∑
k=i

δkP (t, Tk+1)γk(t)

S(t, Ti, Tj)P (t, Ti, Tj)
L(t, Tk, Tk+1)dBk+1

t
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= S(t, Ti, Tj)

j−1∑
k=i

δkv
i,j
k+1(t)γk(t)

L(t, Tk, Tk+1)

S(t, Ti, Tj)
dBk+1

t ,

hence

σ2
i,j(t)dt '

∣∣∣∣dS(t, Ti, Tj)

S(t, Ti, Tj)

∣∣∣∣2
' 1

S(t, Ti, Tj)2

j−1∑
k=i

j−1∑
l=i

δkδlv
i,j
k+1(t)vi,jl+1(t)γk(t)γl(t)L(t, Tl, Tl+1)L(t, Tl, Tl+1)dt,

其中，从关系式 (10.10)可以看出，wi,jk 可以通过 δkv
i,j
k+1渐近得到， 更多的

细节请参考[Sch05]的第 1章.

Black波动率

|σi,j(t)|2 (10.14)

=
1

Ti − t

j−1∑
l,k=i

w Ti

t

δlδkv
i,j
l+1(s)vi,jk+1(s)L(s, Tl, Tl+1)L(s, Tk, Tk+1)

|S(t, Ti, Tj)|2
γl(s)γk(s)ds,

0 ≤ t ≤ Ti可用

|σ̃i,j(t)|2 (10.15)

' 1

Ti − t

j−1∑
l,k=i

δkδlv
i,j
l+1(t)vi,jk+1(t)L(t, Tl, Tl+1)L(t, Tk, Tk+1)

|S(t, Ti, Tj)|2
w Ti

t
γl(s)γk(s)ds,

渐近，其中要在时刻t “冻结” 随机参数 vi,jl+1(t), vi,jk+1(t), L(t, Tl, Tl+1),

L(t, Tk, Tk+1) 和 S(t, Ti, Tj)。

这个渐近等于说 S(t, Ti, Tj), t ∈ [0, Ti]是一个Pi,j下的指数鞅 方差函数
为 σi,j(t)。注意到我们有 σ̃i,i+1(t) = σi(t), 因此(10.12) 是(10.11)的一个推

广.

§10.4 BGM模模模型型型的的的界界界定定定

图 10.2给出了由互换期权渐近式(10.12)反推得到的用互换期权波动

率σBi,j(t)的一个市场数据实例。 在此，离到期日的时间Ti − t 为纵坐标，期
限结构的区间Tj − Ti为横坐标。
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Vol Swaption At The Money
1Y 2Y 3Y 4Y 5Y 6Y 7Y 8Y 9Y 10Y 25Y

2D 18,6 18 16,8 15,7 14,7 13,8 13 12,3 11,8 11,3 9,3
1M 17,6 18 16,8 15,7 14,7 13,8 13 12,3 11,8 11,3 9,3
2M 18,1 18,35 17,05 15,95 14,95 14 13,2 12,55 12 11,5 9,45
3M 18,6 18,7 17,3 16,2 15,2 14,2 13,4 12,8 12,2 11,7 9,6
6M 18,7 18,1 16,8 15,7 14,8 13,9 13,3 12,7 12,2 11,8 9,7
9M 18,3 17,5 16,3 15,25 14,4 13,6 13,05 12,55 12,1 11,75 9,7
1Y 17,9 16,9 15,8 14,8 14 13,3 12,8 12,4 12 11,7 9,7
2Y 16,3 15,2 14,4 13,7 13,1 12,6 12,2 11,9 11,6 11,3 9,3
3Y 15,2 14,2 13,4 12,8 12,4 12 11,7 11,5 11,2 11 9,2
4Y 14,4 13,2 12,6 12,1 11,7 11,5 11,2 11 10,8 10,7 8,8
5Y 13,4 12,4 11,9 11,5 11,2 11 10,8 10,7 10,5 10,4 8,6
6Y 12,85 11,95 11,45 11 10,75 10,55 10,4 10,25 10,1 10 8,3
7Y 12,3 11,5 11 10,5 10,3 10,1 10 9,8 9,7 9,6 8
8Y 11,97 11,13 10,67 10,2 10 9,8 9,7 9,53 9,43 9,33 7,83
9Y 11,63 10,77 10,33 9,9 9,7 9,5 9,4 9,27 9,17 9,07 7,67
10Y 11,3 10,4 10 9,6 9,4 9,2 9,1 9 8,9 8,8 7,5
12Y 10,8 10,04 9,58 9,28 9,02 8,92 8,76 8,66 8,56 8,46 7,38
15Y 10,2 9,5 9,1 8,8 8,6 8,5 8,4 8,3 8,2 8,1 7,2
20Y 9,5 8,8 8,5 8,2 8 8 8 8 7,9 7,9 6,9
25Y 8,8 8,1 7,9 7,6 7,4 7,5 7,6 7,7 7,6 7,7 6,6
30Y 8,1 7,4 7,3 7 6,8 7 7,2 7,4 7,3 7,5 6,3

图 10.2 互换期权的波动率.

这种数据同样可以用如 10.3中的图形表示，其中指标i是指离到期日的

时间Ti − t而j则指期限结构的区间Tj − Ti

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9j
 0

 1
 2

 3
 4

 5
 6

 7
 8

 9

i 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.16

 0.18

 0.2

图 10.3 市场互换期权的波动率.

界定的目标是从市场观察到的利率上限和互换期权的价格估计BGM模

型(10.2)中的波动率函数

γi(t) ∈ Rd, 1 ≤ i ≤ n.

这个过程涉及到一些计算和稳定性的问题。 设

gi(t) = |γi|(t), i = 1, . . . , n.
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用 [Reb96] 参数结构

gi(t) = g∞ + (1 + a(Ti − t)− g∞)e−b(Ti−t),

a, b, g∞ > 0, i = 1, . . . , n, 且如(10.7)要求

|σBi (t)|2 =
1

Ti − t

w Ti

t
|γi|2(s)ds

可以从(10.14)得到 σi,j(t)的关于 b, g∞函数的表达式 σi,j(t, b, g∞)，其中a被

令为等于 0. 再由[Sch02]我们要使得均方差距离

RMS(b, g∞) :=

√√√√ 2

(n− 1)(n− 2)

k∑
i=1

n∑
j=i+1

(
σBi,j(t)− σi,j(t)

σBi,j(t)

)2

最小，其中 n 是期限结构中期限日期（以年为单位）的数目， 且 k 是在

界定中用到的互换期权的最大数目，当某个期限日期没有对应的数据时则

该求和项中为零。 折扣银子和互换率的数据通过用δ =半年的定值通过差

值补齐数据。

通过这种方法计算得到的波动率在下面的图形中给出，其中指标 i表

示Ti − t且j表示 Tj − Ti :

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  0
 1

 2
 3

 4
 5

 6
 7

 8
 9

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.16

 0.18

 0.2

j

i

图 10.4 计算出的互换波动率.

这样我们可通过图 10.5来比较估计的和计算的波动率。
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 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9j
 0

 1
 2

 3
 4

 5
 6

 7
 8

 9

i 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.16

 0.18

 0.2

图 10.5 图形的比较.

同时估计参数 (b, g∞)的一个实例在图 10.6的表格中给出，其中在界定中用

到的各到期日的互换期权的 最大数目k记为 Nmat，详见 [PW09]。所用的

互换期权的最大数目不超过 nk − k(k + 1)/2.

Nmat #swaptions b g∞ RMS

1 10 5.03 0.85 0.008

2 20 5.03 0.71 0.010

3 30 5.04 0.73 0.010

4 40 5.03 0.72 0.010

5 50 5.04 0.70 0.011

6 60 5.03 0.65 0.011

7 70 5.02 0.60 0.012

8 80 5.02 0.60 0.012

9 90 5.02 0.72 0.013

10 100 5.04 0.63 0.012

12 110 5.03 0.65 0.012

15 120 5.03 1.00 0.014

图 10.6 数值结果。

138

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html

"

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html


随机利率模型及相关衍生品定价

§10.5 练练练习习习

练习 10.1. (练习 9.1 续). 计算敲定价格为κ的关于S(t, T1, T3)的互换期权在

时刻 t的价格:

IE
[
e−

r T1
t rsdsP (T1, T1, T3)(S(T1, T1, T3)− κ)+

∣∣∣ Ft]
= P (t, T1, T3) IE1,3

[
(S(T1, T1, T3)− κ)+ | Ft

]
,

其中IE1,3 表示在定义为

dP1,3

dP
= e−

r T1
0 rsds

P (T1, T1, T3)

P (0, T1, T3)

的远期互换测度P1,3下的期望。 为此需要σ1,3(s)的渐近，而这可通过在时

刻 t“冻结”在σ1,3(s), s ≥ t出现的所有随机项。

练习 10.2. (练习 9.3 续).

1. 推导 P (t, T1)所满足的随机微分方程 ，并由题中的数据确定过程ζ1(t) .

2. 证明L(t, T1, T2) 满足随机微分方程

dL(t, T1, T2)

L(t, T1, T2)
= γdBt − γζ2(t)dt, 0 ≤ t ≤ T1, (10.16)

3. 假设 rt = r > 0 是一个确定的常数且ζ1(t) = 0, t ∈ R+. 计算债券期权

价格表示为关于L(t, T1, T2)的函数的渐近式

P (t, T1) IEP

[
(P (T1, T2)−K)+

∣∣∣ Ft] .
为了推导渐近价格，可以在P下 “冻结” L(s, T1, T2)的漂移项，即可以

假设 (10.16)可些微

dL(s, T1, T2)

L(s, T1, T2)
= γdBs − γζ2(t)ds, t ≤ s ≤ T1.

最后的结果可以表达为 R上的积分，而不需要写出它的显式表达式。
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第第第十十十一一一章章章 附附附录录录A:数数数学学学工工工具具具

本附录涉及在本书中所用到的一些概率和测度论中的基本结果，

但并不是一个完整的体系， 读者可参考概率论的标准教材，如[JP00],

[Pro05]以获得更多的细节。

今后我们将在概率空间(Ω,F ,P)讨论，并记IE为P下的期望。

可可可测测测性性性

对于给定的随机变量列(Yn)n∈N，称随机变量F是Fn-可测的，若它可

以写成Y0, . . . , Yn的函数

F = fn(Y0, . . . , Yn),

其中 fn : Rn+1 → R. 在此定义由(Yk)k∈N产生的自然信息流 (Fn)n≥−1为

Fn = σ(Y0, . . . , Yn), n ≥ 0,

并且 F−1 = {∅,Ω}, 其中 σ(Y0, . . . , Yn) 是使得Y0, . . . , Yn可测的最小 σ-代数.

随机变量X 被称为是 可积的，若 IE[|X|] <∞.

协协协方方方差差差和和和相相相关关关性性性

连个随机变量X 和 Y 的协方差被定义为

Cov(X, Y ) = IE[(X − IE[X])(Y − IE[Y ])],

且有

Cov(X,X) = IE[(X − IE[X])2]

= IE[X2]− (IE[X])2

= Var(X).

进一步对于所有α ∈ R方差满足关系式

Var(αX) = IE[(αX − IE[αX])2]
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= IE[(αX − α IE[X])2]

= IE[α(X − IE[X])2]

= α2 IE[(X − IE[X])2]

= α2 Var(X).

X 和 Y的相关系数是参数

c(X, Y ) :=
Cov(X, Y )√

Var(X)
√

Var(Y )
.

显然当X 与 Y独立时，有c(X, Y ) = 0，且当X = Y时，有c(X, Y ) = 1。

类似地，也可以定义在给定的σ-代数 G下的条件方差和协方差为

Cov(X, Y |G) = IE[(X − IE[X|G])(Y − IE[Y |G])|G],

和

Var(X|G) = Cov(X,X|G) = IE[X2|G]− (IE[X|G])2.

注意到若 Y 是平方可积的且 G-可测的，则有关系式

Var(X + Y |G) = IE[(X + Y − IE[X + Y |G])2|G]

= IE[(X − IE[X|G])2|G]

= Var(X|G).

可测随机变量 X 被称为是中心化的，若 IE[X] = 0.

高高高斯斯斯随随随机机机变变变量量量

一个随机变量 X 被称为 ，均值为 µ 且方差为 σ2，若它的特征函数满

足

IE[eiαX ] = eiαµ−α
2σ2/2, α ∈ R,

即用Laplace变化表示为

IE[eαX ] = eαµ+α2σ2/2, α ∈ R. (11.1)

由[JP00]的推论 16.1，我们得到下面的结果.
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命命命题题题 11.1. 设X1, . . . , Xn使一族相互独立的中心高斯随机变量，即

IE[XiXj] = 0, 1 ≤ i 6= j ≤ n.

则随机变量 X1, . . . , Xn是独立的。

一对随机变量 (X, Y )是高斯均值为 µ协方差矩阵为 Σ，若其Laplace变

化满足

IE[ei〈X,u〉R2 ] = ei〈µ,u〉R2−
1
2
〈Σu,u〉R2 , u ∈ R2. (11.2)

最后，若X1, . . . , Xn是相互独立的高斯随机变量且概率分布为N (m1, σ
2
1), . . . ,N (mn, σ

2
n)

则其和 X1 + · · ·+Xn是高斯随机变量概率分布为

N (m1 + · · ·+mn, σ
2
1 + · · ·+ σ2

n).

条条条件件件期期期望望望

考虑F的子σ-代数 G。在给定G下F ∈ L2(Ω,F ,P)的条件期望 IE[F |
G]可以定义为F在L2(Ω,G,P)到乘积〈F,G〉 := IE[FG]上的一个正交映射。

也就是说 IE[F | G]是对于所有有界且G- 可测的G满足

IE[G(F − IE[F | G])] = 0,

或者

IE[GF ] = IE[G IE[F | G]], (11.3)

的唯一G-可测的随机变量。

条件期望满足以下性质

a) IE[F | G] = IE[F ] 若F与G独立.

b) IE[IE[F | F ] | G] = IE[F | G] 若 G ⊂ F .

c) IE[GF | G] = G IE[F | G] 若 G 是 G-可测且充分可积的。

142

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html

"

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html


随机利率模型及相关衍生品定价

d)若X与Y独立且Y是F -可测的，若

IE[f(X, Y ) | F ] = IE[f(X, y)]y=Y . (11.4)

离离离散散散时时时间间间鞅鞅鞅

考虑F的一族单调增的子σ-代数 (Fn)n∈N ，关于 (Fn)n∈N的离散时

间L2-鞅是一族随机变量 (Mn)n∈N满足

i) Mn ∈ L2(Ω,Fn,P), n ∈ N,

ii) IE[Mn+1 | Fn] = Mn, n ∈ N.

例如，过程

(Y0 + · · ·+ Yn)n≥0

的增量序列 (Yn)n∈N满足

IE[Yn | Fn−1] = 0, n ∈ N, (11.5)

是一个关于它自己的信息流

F−1 = {∅,Ω}

和

Fn = σ(Y0, . . . , Yn), n ≥ 0

的鞅。

特别地，当增量(Yn)n∈N是独立中心化随机变量时条件 (11.5)得到满

足。

" 143

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html


N. Privault

连连连续续续时时时间间间鞅鞅鞅

设 (Ft)t∈R+ 为连续时间信息流，即 F的一个单调增的子σ-代数族。假

设 (Ft)t∈R+ 是右连续的，即

Ft =
⋂
s>t

Fs, t ∈ R+.

随机过程就是一族以时间点为指标的随机变量。

定定定义义义 11.1. 满足 IE[|Mt|] < ∞, t ∈ R+的随机过程 (Mt)t∈R+ 被称为 Ft-鞅
若

IE[Mt|Fs] = Ms, 0 ≤ s < t.

过程 (Xt)t∈R+ 被称为增量独立的，若对于0 ≤ s < tXt −Xs 与 σ(Xu :

0 ≤ u ≤ s)独立。

命命命题题题 11.2. 每一个有中心独立增量的可积过程(Xt)t∈R+都是一个关于由

Ft := σ(Xu : u ≤ t), t ∈ R+

产生的信息流的鞅，也就是关于其自然对数流的鞅。

注意到对于所有的平方可积的随机变量 F 过程 (IE[F |Ft])t∈R+，由于

IE[IE[F |Ft]|Fs] = IE[F |Fs], 0 ≤ s ≤ t,

则由条件期望的性质 (b)可知，它是一个鞅，。

马马马氏氏氏过过过程程程

设 C0(Rn) 表示一类在无穷时趋于0 的连续函数。我们知道f在无穷

时趋于0如果对于所有的ε > 0，存在Rn的一个紧子集K使得对于所有

的x ∈ Rn \K有|f(x)| ≤ ε。

定定定义义义 11.2. 一个 Rn-值随机过程，即一族 (Ω,F ,P)上的随机变量(Xt)t∈R+是

一个马氏过程 如果对于所有的 t ∈ R+， σ-域

F+
t := σ(Xs : s ≥ t)
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且

Ft := σ(Xs : 0 ≤ s ≤ t)

在给定Xt时是条件独立的。

这一条件可以重新描述为对于所有的A ∈ F+
t 和B ∈ Ft有

P(A ∩B | Xt) = P(A | Xt)P(B | Xt),

参见 Chung [Chu02]. 这一定义很自然要求：

i) (Xt)t∈R+ 是关于 (Ft)t∈R+适应的，即 Xt是 Ft-可测的, t ∈ R+, 且

ii) Xu 是在给定Xt, gggu ≥ t下，与 Ft条件独立的， 即对于Rn上的所有有

界可测函数f，

IE[f(Xu) | Ft] = IE[f(Xu) | Xt], 0 ≤ t ≤ u.

特别地，

P(Xu ∈ A | Ft) = IE[1A(Xu) | Ft] = IE[1A(Xu) | Xt] = P(Xu ∈ A | Xt),

A ∈ B(Rn).

独立增量过程是马氏过程的一个简单的例子。实际上，对于所有的 有

界可测函数f和 g 有

IE[f(Xt1 , . . . , Xtn)g(Xs1 , . . . , Xsn) | Xt]

= IE[f(Xt1 −Xt + x, . . . , Xtn −Xt + x)

g(Xs1 −Xt + x, . . . , Xsn −Xt + x)]x=Xt

= IE[f(Xt1 −Xt + x, . . . , Xtn −Xt + x)]x=Xt

IE[g(Xs1 −Xt + x, . . . , Xsn −Xt + x)]x=Xt

= IE[f(Xt1 , . . . , Xtn) | Xt] IE[g(Xs1 , . . . , Xsn) | Xt],

0 ≤ s1 < · · · < sn < t < t1 < · · · < tn. 转移核是满足下列条件的映

射P(x, dy)
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i) 对于每一 x ∈ E, A 7→ P(x,A) 是一个概率测度，且

ii) 对于每一 A ∈ B(E)，映射 x 7→ P(x,A) 是一个可测函数。

(Xt)t∈R+的 转移核 µs,t 定义为

µs,t(x,A) = P(Xt ∈ A | Xs = x) 0 ≤ s ≤ t,

且有

µs,t(Xs, A) = P(Xt ∈ A | Xs) = P(Xt ∈ A | Fs), 0 ≤ s ≤ t.

(Xt)t∈R+的 转移算子 (Ps,t)0≤s≤t 定义为

Ps,tf(x) = IE[f(Xt) | Xs = x] =
w

Rn
f(y)µs,t(x, dy), x ∈ Rn.

设 ps,t(x)表示Xt −Xs 的密度，我们有

µs,t(x,A) =
w

A
ps,t(y − x)dy, A ∈ B(Rn),

且

Ps,tf(x) =
w

Rn
f(y)ps,t(y − x)dy.

今后我们将假设 (Xt)t∈R+是时齐的，即 µs,t仅依赖于差t−s，并且记为µt−s.
这样(P0,t)t∈R+ 就记为 (Pt)t∈R+，并定义(Xt)t∈R+的转移半群为

Ptf(x) = IE[f(Xt) | X0 = x] =
w

Rn
f(y)µt(x, dy), x ∈ Rn.

他满足半群的性质

PtPsf(x) = IE[Psf(Xt) | X0 = x]

= IE[IE[f(Xt+s) | Xs] | X0 = x]]

= IE[IE[f(Xt+s) | Fs] | X0 = x]]

= IE[f(Xt+s) | X0 = x]
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= Pt+sf(x),

这就导出了Chapman-Kolmogorov方程

µs+t(x,A) = µs ∗ µt(x,A) =
w

Rn
µs(x, dy)µt(y, A). (11.6)

由数学归纳法我们得到

Px((Xt1 , . . . , Xtn) ∈ B1 × · · · ×Bn)

=
w

B1

· · ·
w

Bn
µ0,t1(x, dx1) · · ·µtn−1,tn(xn−1, dxn),

对于Rn的Borel子集 0 < t1 < · · · < tn 和 B1, . . . , Bn。

若 (Xt)t∈R+ 是一个时齐的马氏过程且增量独立则Xt的密度 pt(x)满足

卷积性质

ps+t(x) =
w

Rn
ps(y − x)pt(y)dy, x ∈ Rn,

特别地如Lévy过程的平稳独立增量过程都满足这一性质。一个密度函数满

足卷积性质的典型的例子是高斯密度，即

pt(x) =
1

(2πt)n/2
exp

(
− 1

2t
‖x‖2

Rn

)
, x ∈ Rn.

" 147

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html


随机利率模型及相关衍生品定价

第第第十十十二二二章章章 附附附录录录B: 相相相关关关进进进展展展

在此附录中我们列举出近来在相关文献中关注的一些问题。

无无无穷穷穷维维维分分分析析析

对长期利率进行现代数学建模在很大程度依赖于如无限维李代数和卷

积等的无限维泛函分析工具， 这与标准的资产模型相比就增加了更大的难

度。实际上，远期利率F (t, T, S)可被看做是一个取值于 双变量或者多变量

的函数空间上的过程t 7→ F (t, ·, ·)，因此关于它的建模就必然要用到取值于
（无限维）函数空间上的随机过程。 这种建模方法在近年来有了蓬勃的发

展，参见

[Bjö04], [DDP05], [ET05], [FT04], [Pra08], [DP04]. 例如，在 6章中考

虑的HJM模型可以写为Banach空间的随机驱动的方程，见[CT06]及其参考

文献。 在文献中考虑的相关问题包括了以下几个方面，见[Bjö04]及其参考

文献：

a) 卷积不变性: 确定包含初始条件r0(·)的函数空间，其中远期利率过程随
着时间的演变仍属于其中。

b) 有限维轨道: 找出 ft(·)属于利率曲线的有限维卷积的条件。

c) 一致性: 找出ft(·)属于已有的远期利率曲线模型的函数空间，如Nelson-

Siegel空间的条件。

d) 对冲与到期日相关的风险[CT06].

上述第(c)点的答案是否定的，见[Bjö04]的§3.5 。 实际上由关系式 (6.3) 我

们已经知道Vasicek 瞬时远期利率x 7→ f(t, t + x)是在一个既不同于Nelson-

Siegel空间也不用于Svensson空间的空间上的。
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推推推广广广利利利率率率模模模型型型

Vasicek和CIR随机短期利率模型属于所谓的仿射模型族，这个族在

很多方面都有推广。 例如，通过取值于矩阵的扩散过程构造二次模

型，参见 [GS03]及其相关参考文献。通过李群上的随机微分方程可得到

一些保持利率的正值性的模型， 参见[JW01]的§ 16.4。近年来LIBOR市

场模型也被推广到包括随机波动率的情形， 参见[ABR05], [Pit04]和

[WZ06]。[GK03]和[EÖ05]分别中提出了点过程的带跳利率模型和Lévy 过

程表示的带跳利率模型。

关关关于于于利利利率率率的的的奇奇奇异异异的的的和和和路路路径径径依依依赖赖赖的的的期期期权权权

这些类型的期权越来越受欢迎。让我们来举两个例子。

目标兑现票据 (TARN). 这种期权的支付取决于当所积累的红利

w t

0
(κ− F (s, T ))+ds

达到一定水平的时刻，这使得它取决于远期点率F (s, T )的整个路径。

这种类型的期权已经在亚洲市场大受欢迎，并在今后会有更大的发

展。

区间积累票据 (RAN). 这个类型的期权，增加了当参考指标落在事前定好

的区间[m,M ]时所累加的利率，其所导致的损益形式为

1

S − T

w S

T
1{F (t,T )∈[m,M ]}dt

其他的奇异期权还有雪球期权和波动率债券等。

敏敏敏感感感性性性分分分析析析和和和Malliavin计计计算算算

在数理金融中一个实际问题是价格函数及其关于模型参数的导数（也

称为敏感性）的快速数值计算。 敏感性的计算在金融交易的对冲和风险管
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理是很有用的，其计算的速度尤为最关键。资产期权价格 对于如初始价

格，利率，波动率参数等的敏感性计算的快速数值方法可以通过随机变差

计算 （或者Malliavin计算）得到，如通过以下形式的计算

∂

∂x
E[φ(ST ) | S0 = x] = E[φ(ST )ΛT |S0 = x], (12.1)

其中 ΛT 是一个通过在u的方向上的随机梯度算子D和它的对偶 δ计算出来

的随机权重算子，参见 [FLL+99]。变差的随机计算是一个灵活的工具，它

不仅在线性路径空间 得到发展而且在能用于Riemannian路径空间，包括无

限维情形，参见 [Mal97], [MT06]。 在 [DFM09]变差的随机计算被用于推

导形如(12.1)的远期利率期权的敏感性计算公式。

长长长寿寿寿和和和死死死亡亡亡率率率风风风险险险

最近，始于[MP01]，由利率模型导出的随机模型被提出用于模拟长寿

和死亡率风险， 这一方法可用于构造和定价寿险债券和死亡率衍生品，

HJM框架在这一领域找到新的应用。
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第第第十十十三三三章章章 练练练习习习的的的答答答案案案

第第第1章章章

练习 1.1.我们只需验证布朗运动的五个性质：

(i) 在0时刻开始于 0，

(ii) 独立增量，

(iii) 几乎处处连续的轨道，

(iv) 平稳增量，

(v) 高斯型的增量。

从(i) 到 (iv)的验证没有什么特别困难，因为时间映射t 7→ c + t 和 t 7→
t/c2是确定且连续的。 而至于(v)，Bc+t − Bc显然有一个方差为t的中心高

斯分布， 且由于

Var(cBt/c2) = c2 Var(Bt/c2) = c2t/c2 = t

cBt/c2也具有同样的性质。

练习 1.2.我们有 St = S0eσBt−σ
2t/2+µt.

练习 1.3.求出满足

Xt = e−αtx0 + σ
w t

0
e−α(t−s)dBs, t ∈ R+

形如

Xt = a(t)
(
x0 +

w t

0
b(s)dBs

)
的解。

练习 1.4.由给出的等式， 我们有 a′(t)/a(t) = t 和 a(t)b(t) = et
2/2， 因此可

得a(t) = et
2/2 和 b(t) = 1，这就有 Xt = et

2/2(x0 +Bt), t ∈ R+。
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练习 1.5.设 Xt =
√
Yt 我们有 dXt = µXtdt+ σdBt， 因此

Yt =
(

eµt
√
y0 + σ

w t

0
eµ(t−s)dBs

)2

.

练习 1.6.设 f ∈ L2([0, T ])。我们有

E
[
e
r T
0 f(s)dBs

∣∣∣ Ft] = exp

(w t

0
f(s)dBs +

1

2

w T

t
|f(s)|2ds

)
, 0 ≤ t ≤ T.

练习 1.7.

我们有

E

[
exp

(
β

w T

0
BtdBt

)]
= E

[
exp

(
β(B2

T − T )/2
)]

= e−βT/2E
[
exp

(
eβ(BT )2/2

)]
=

e−βT/2√
2πT

w ∞
−∞

e(β− 1
T

)x
2

2 dx

=
e−βT/2√
1− βT

.

对于所有的 β < 1/T .

练习 1.8.

1. 我们有

d(XT
t /(T − t)) =

dXT
t

T − t
+

XT
t

(T − t)2
dt = σ

dBt

T − t
,

因此利用初始条件X0 = 0由积分可得

XT
t

T − t
= σ

w t

0

1

T − s
dBs, t ∈ [0, T ].

2. 我们有

IE[XT
t ] = σ(T − t) IE

[w t

0

1

T − s
dBs

]
= 0.
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3. 利用伊藤公式我们有

Var[XT
t ] = σ2(T − t)2 Var

[w t

0

1

T − s
dBs

]
= σ2(T − t)2

w t

0

1

(T − s)2
ds

= σ2(T − t)2

(
1

T − t
− 1

T

)
= σ2(1− t/T ).

4. 我们有 Var[XT
T ] = 0 因此由问题 2有 XT

T = IE[XT
T ] = 0。

第第第2章章章

练习 2.1.

1. 我们有

Xα
t = eαtXα

0 +
w t

0
eα(t−s)dBs,

且由Girsanov 定理可得

dQ

dP
= exp

(
−α

w T

0
X

(α)
t dBt −

α2

2

w T

0
(X

(α)
t )2dt

)
.

2. 对于所有的 β < 1/T 我们有

E

[
exp

(
(β − α)

w T

0
X

(α)
t dX

(α)
t +

α2

2

w T

0
(X

(α)
t )2dt

)]
= E

[
exp

(
β

w T

0
X

(α)
t dX

(α)
t − α

w T

0
X

(α)
t dBt

−α2
w T

0
(X

(α)
t )2dt+

α2

2

w T

0
(X

(α)
t )2dt

)]
= E

[
exp

(
β

w T

0
X

(α)
t dX

(α)
t − α

w T

0
X

(α)
t dBt −

α2

2

w T

0
(X

(α)
t )2dt

)]
= EQ

[
exp

(
β

w T

0
X

(α)
t dX

(α)
t

)]
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= E

[
exp

(
β

w T

0
BtdBt

)]
=

e−βT/2√
1− βT

.

3. 令 β = α 可得

E

[
exp

(
α2

2

w T

0
(X

(α)
t )2dt

)]
=

e−αT/2√
1− αT

,

对于所有的 α < 1/T .

练习 2.2.

1. 由Girsanov 定理，概率Q 由其密度

dQ
dP

= exp

(
−µ− r

σ
BT −

(µ− r)2T

2σ2

)
给出。

2. 对于所有的 t ∈ [0, T ]我们有

C(t, St) = e−r(T−t)S2
t IEQ

[
S2
T

S2
t

∣∣∣ Ft]
= e−r(T−t)S2

t IEQ

[
e2σ(B̃T−B̃t)−σ2(T−t)+2r(T−t)

∣∣∣ Ft]
= S2

t e
(r+σ2)(T−t),

其中 B̃t = Bt + (µ− r)t/σ, t ∈ [0, T ]是一个在Q下的标准布朗运动。

3. 对于所有的 t ∈ [0, T ] 我们有

ζt =
∂C

∂x
(t, x)|x=St = 2Ste

(r+σ2)(T−t),

且

ηt =
C(t, St)− ζtSt

At
=

e−rt

A0

(S2
t e

(r+σ2)(T−t) − 2S2
t e

(r+σ2)(T−t))

= −S
2
t

A0

eσ
2(T−t)+r(T−2t).
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4. 对于所有的 t ∈ [0, T0] 我们有:

C(t) = e−r(T−t) IEQ

[
ST
ST0

∣∣∣ Ft]
= e−r(T−t) IEQ

[
ST
ST0

]
= e−r(T−t) IEQ

[
eσ(B̃T−B̃T0 )−σ2(T−T0)/2+r(T−T0)

]
= e−r(T−t)+r(T−T0)

= e−r(T0−t),

且对于 t ∈]T0, T ]:

C(t) = e−r(T−t) IEQ

[
ST
ST0

∣∣∣ Ft]
= e−r(T−t)

St
ST0

IEQ

[
ST
St

∣∣∣ Ft]
= e−r(T−t)

St
ST0

IEQ

[
ST
St

]
= e−r(T−t)

St
ST0

IEQ

[
eσ(B̃T−B̃t)−σ2(T−t)/2+r(T−t)

]
=

St
ST0

.

5. 对于所有的 t ∈ [0, T0] 我们有 ζt = 0和 ηt = e−rT0/A0, 并且对于 t ∈
]T0, T ]我们有 ηt = 0且 ζt = 1/ST0。我们有 dζt = dηt = 0对于 t ∈ [0, T0]

和 t ∈]T0, T ]，因此它是在此时间区间内的自融资投资组合。另一方面

当 t = T0我们同样有 ST0dζT0 +AT0dηT0 = ST0×1/ST0−AT0e−rT0/A0 = 0.

练习 2.3.

1. 我们有

St = S0eαt + σ
w t

0
eα(t−s)dBs.

2. 我们有 αM = r.
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3. 在计算了条件期望

C(t, x) = e−r(T−t) exp

(
xer(T−t) +

σ2

4r
(e2r(T−t) − 1)

)
之后。

4. 在此我们注意到一般的 Black-Scholes 讨论在此适用且可得到 ζt =

∂C(t, St)/∂x，也就是

ζt = exp

(
Ste

r(T−t) +
σ2

4r
(e2r(T−t) − 1)

)
.

第第第3章章章

练习 3.1.

1. 我们有 Yt = e−aty0 +
θ

a
(1− e−at) + σ

w t

0
e−a(t−s)dBs.

2. 我们有 dXt = Xt

(
θ +

σ2

2
− a logXt

)
dt+ σXtdBt.

3. 我们有 rt = exp

(
e−at log r0 +

θ

a
(1− e−at) + σ

w t

0
e−a(t−s)dBs

)
, 其中

η = θ + σ2/2.

4. 我们有

IE[rt | Fu]

= exp

(
e−a(t−u) log ru +

θ

a
(1− e−a(t−u)) +

σ2

4a
(1− e−2a(t−u))

)
由(11.1)，附录 A中的条件期望的性质 (b)和命题 1.3。

5. 我们有

IE[r2
t | Fu]

= exp

(
2e−a(t−u) log ru + 2

θ

a
(1− e−a(t−u)) +

σ2

a
(1− e−2a(t−u))

)
且 Var[rt|Fu] 可通过上述两个表达式和等式Var[rt|Fu] = IE[r2

t |Fu] −
(IE[rt|Fu])2计算。
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6. 我们有 lim
t→∞

IE[rt] = exp

(
θ

a
+
σ2

4a

)
和

lim
t→∞

Var[rt] = exp

(
2θ

a
+
σ2

a

)
− exp

(
2θ

a
+
σ2

2a

)
.

练习 3.2.

1. 我们有 rt = r0 +
w t

0
(α− βrs)ds+ σ

w t

0

√
rsdBs.

2. 利用关于布朗运动的随机积分期望值为零的事实，通过对上一积分方

程等号两边同时取期望得到：

u′(t) = α− βu(t).

3. 对于

r2
t = f

(
r0 +

w t

0
(α− βrs)ds+ σ

w t

0

√
rsdBs

)
,

应用伊藤公式 其中 f(x) = x2，可得 d(rt)
2 = rt(σ

2 + 2α − 2βrt)dt +

2rtσ
√
rtdBt.

4. 再次对上一个方程等号两边同时取期望得到

v′t = (2α + σ2)u(t)− 2βv(t),

这意味着

v′t =
α

β
(2α + σ2) + (2α + σ2)

(
rs −

α

β

)
e−β(t−s) − 2βv(t).

该方程的解可写为齐次方程v′(t) = −2βv(t)的解v(t) = ce−2βt与原始方

程的特解 p(t)之和v(t) = v(t) + p(t)。 找形如 p(t) = ζ + ξe−β(t−s)的方

程的特解得到

p(t) =
α(2α + σ2)

2β2
+

2α + σ2

β

(
rs −

α

β

)
e−β(t−s),

因此

v(t) = ce−2β(t−s) +
α(2α + σ2)

2β2
+

2α + σ2

β

(
rs −

α

β

)
e−β(t−s),
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且由初始条件 v(t) = r2
s 得

v(t) = r2
se
−2β(t−s) +

α(2α + σ2)

2β2
(1− e−2β(t−s))

+
2α + σ2

β

(
rs −

α

β

)
(e−β(t−s) − e−2β(t−s)),

0 ≤ s ≤ t. 除此之外我们可计算

Var[rt|rs] = E[r2
t |rs]− (E[rt|rs])2

= v(t)− (u(t))2

= r2
se
−2β(t−s) +

α(2α + σ2)

2β2
(1− e−2β(t−s))

+
2α + σ2

β

(
rs −

α

β

)
(e−β(t−s) − e−2β(t−s))

−
(
α

β

(
1− e−β(t−s))+ rse

−β(t−s)
)2

= r2
se
−2β(t−s) +

α(2α + σ2)

2β2
(1− e−2β(t−s))

+
2α + σ2

β

(
rs −

α

β

)
(e−β(t−s) − e−2β(t−s))

−
(
α

β

(
1− e−β(t−s)))2

− r2
se
−2β(t−s) − 2

α

β

(
1− e−β(t−s)) rse−β(t−s)

=
α(2α + σ2)

2β2
(1− e−2β(t−s))

+
2α + σ2

β

(
rs −

α

β

)
(e−β(t−s) − e−2β(t−s))

−
(
α

β

(
1− e−β(t−s)))2

− 2
α

β

(
1− e−β(t−s)) rse−β(t−s)

= rs
σ2

β

(
e−β(t−s) − e−2β(t−s))+

ασ2

β2
(1− e−β(t−s))2,

它满足初始条件 Var[rs|rs] = 0.

5. 通过直接应用伊藤公式可直接得到该结果。

6. 再次由伊藤公式有

dRt = 2XtdXt +
σ2

4
dt
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=

(
σ2

4
− βX2

t

)
dt+ σXtdBt

=

(
σ2

4
− βRt

)
dt+ σ|Xt|dWt

=

(
σ2

4
− βRt

)
dt+ σ

√
RtdWt, t > 0.

同样能够证明 (Wt)t∈R+也是一个布朗运动，因此就得到(3.4)的一个精

确解。

第第第4章章章

练习 4.1.

1. 考虑由

F (t, x) = IE

[
exp

(
−

w T

t
rsds

) ∣∣∣ rt = x

]
, 0 ≤ t ≤ T

定义的函数 F (t, x)。我们有

F (t, rt) = F (t, r0 + θt+ σWt),

因此由标准套利理论，F (t, x)所满足的偏微分方程式

−xF (t, x) +
∂F

∂t
(t, x) + θ

∂F

∂x
(t, x) +

1

2
σ2∂

2F

∂x2
(t, x) = 0,

终端条件为F (T, x) = 1.

2. 我们有

F (t, rt) = IE

[
exp

(
−

w T

t
(r0 + θs+ σWs)ds

) ∣∣∣ Ft]
= exp

(
−(T − t)r0 − θ(T 2 − t2)/2− σ(T − t)Wt

)
× IE

[
exp

(
σ

w T

t
(Ws −Wt)ds

) ∣∣∣ Ft]
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= exp
(
−(T − t)r0 − θ(T 2 − t2)/2− σ(T − t)Wt

)
× IE

[
exp

(
σ

w T

t
(Ws −Wt)ds

)]
= exp

(
−(T − t)r0 − θ(T 2 − t2)/2− σ(T − t)Wt

)
× IE

[
exp

(
σ

w T−t

0
Wsds

)]
,

0 ≤ t ≤ T . 现在有

IE

[
exp

(
σ

w T−t

0
Wsds

)]
= IE

[
exp

(
σ

w T−t

0

w T−t

0
1{u≤s}dWuds

)]
= IE

[
exp

(
σ

w T−t

0

w T−t

0
1{u≤s}dsdWu

)]
= IE

[
exp

(
σ

w T−t

0

w T−t

0
1{u≤s}dsdWu

)]
= IE

[
exp

(
σ

w T−t

0

w T−t

u
dsdWu

)]
= IE

[
exp

(
σ

w T−t

0
(T − t− u)dWu

)]
= exp

(
σ2

2

w T−t

0
(T − t− u)2du

)
= exp

(
σ2

2

w T−t

0
u2du

)
= exp

(
σ2

6
(T − t)3

)
,

hence

F (t, rt) = exp
(
−(T − t)r0 − θ(T 2 − t2)/2 + σ2(T − t)3/6− σ(T − t)Wt

)
= exp

(
−(T − t)r0 − θ(T 2 − t2)/2

+σ2(T − t)3/6− (T − t)(rt − θt− r0)
)
,

且

F (t, x) = exp
(
−x(T − t)− θ(T − t)2/2 + σ2(T − t)3/6

)
.

3. 我们有
∂F

∂t
(t, x) = (x− σ2(T − t)2/2 + θ(T − t))F (t, x),
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∂F

∂x
(t, x) = −(T − t)F (t, x),

且
∂2F

∂x2
(t, x) = (T − t)2F (t, x),

这就证明了F (t, x)满足在终端条件F (T, T ) = 1下的偏微分方程。

练习 4.2.

1. 我们有

d
(

e−
r t
0 rsdsP (t, T )

)
= −e−

r t
0 rsdsP (t, T )rtdt+ e−

r t
0 rsdsdP (t, T )

= −e−
r t
0 rsdsP (t, T )rtdt+ e−

r t
0 rsdsdF (t,Xt)

= −e−
r t
0 rsdsP (t, T )rtdt+ e−

r t
0 rsds

∂F

∂t
(t,Xt)dt

+e−
r t
0 rsds

∂F

∂x
(t,Xt)dXt +

1

2
σ2e−

r t
0 rsds

∂2F

∂x2
(t,Xt)dt

= σe−
r t
0 rsds

∂F

∂x
(t,Xt)dBt

e−
r t
0 rsds

(
−rtP (t, T ) +

∂F

∂t
(t,Xt)− bXt

∂F

∂x
(t,Xt)−

σ2

2

∂2F

∂x2
(t,Xt)

)
dt.

由于

t 7→ e−
r t
0 rsdsP (t, T ) = e−

r t
0 rsds IEP

[
exp

(
−

w T

t
rsds

) ∣∣∣ Ft]
= IEP

[
exp

(
−

w T

0
rsds

) ∣∣∣ Ft] ,
是一个鞅，可得

−rtP (t, T ) +
∂F

∂t
(t,Xt)− bXt

∂F

∂x
(t,Xt) +

1

2
σ2∂

2F

∂x2
(t,Xt) = 0,

和偏微分方程

−(r + x)F (t, x) +
∂F

∂t
(t, x)− bx∂F

∂x
(t, x) +

1

2
σ2∂

2F

∂x2
(t, x) = 0.
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2. 我们有

Xt = σ
w t

0
e−b(t−s)dBs, t ∈ R+.

3. 对定义(Xt)t∈R+的随机偏微分方程的等式两边同时积分我们有

Xt = −b
w t

0
Xsds+ σBt,

因此
w t

0
Xsds =

1

b
(σBt −Xt)

=
σ

b

(
Bt −

w t

0
e−b(t−s)dBs

)
=

σ

b

w t

0
(1− e−b(t−s))dBs.

4. 我们有
w T

t
Xsds =

w T

0
Xsds−

w t

0
Xsds

=
σ

b

w T

0
(1− e−b(T−s))dBs −

σ

b

w t

0
(1− e−b(t−s))dBs

= −σ
b

(w t

0
(e−b(T−s) − e−b(t−s))dBs +

w T

t
(e−b(T−s) − 1)dBs

)
.

5. 应用推论 1.1，我们有

IE

[w T

t
Xsds

∣∣∣ Ft]
= −σ

b
IE

[w t

0
(e−b(T−s) − e−b(t−s))dBs +

w T

t
(e−b(T−s) − 1)dBs

∣∣∣ Ft]
= −σ

b
IE
[w t

0
(e−b(T−s) − e−b(t−s))dBs

∣∣∣ Ft]
−σ
b

IE

[w T

t
(e−b(T−s) − 1)dBs

∣∣∣ Ft]
= −σ

b
IE
[w t

0
(e−b(T−s) − e−b(t−s))dBs

∣∣∣ Ft]
= −σ

b

w t

0
(e−b(T−s) − e−b(t−s))dBs.

6. 我们有

IE

[w T

t
Xsds

∣∣∣ Ft] = −σ
b

w t

0
(e−b(T−s) − e−b(t−s))dBs
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= −σ
b

(e−b(T−t) − 1)
w t

0
e−b(t−s)dBs

=
Xt

b
(1− e−b(T−t)).

7. 由附录 A中给出的方差和条件方差的性质我们有

Var

[w T

t
Xsds

∣∣∣ Ft]
= Var

[
−σ
b

(w t

0
(e−b(T−s) − e−b(t−s))dBs +

w T

t
(e−b(T−s) − 1)dBs

) ∣∣∣ Ft]
=

σ2

b2
Var

[w T

t
(e−b(T−s) − 1)dBs

∣∣∣ Ft]
=

σ2

b2
Var

[w T

t
(e−b(T−s) − 1)dBs

]
=

σ2

b2

w T

t
(e−b(T−s) − 1)2ds.

8. 给定 Ft，随机变量
w T

t
Xsds 具有有高斯分布和条件均值

IE

[w T

t
Xsds

∣∣∣ Ft] =
Xt

b
(1− e−b(T−t))

以及条件方差

Var

[w T

t
Xsds

∣∣∣ Ft] =
σ2

b2

w T

t
(e−b(T−s) − 1)2ds.

9. 我们有

P (t, T ) = IEP

[
exp

(
−

w T

t
rsds

) ∣∣∣ Ft]
= exp

(
−r(T − t)− IE

[w T

t
Xsds

∣∣∣ Ft]+
1

2
Var

[w T

t
Xsds

∣∣∣ Ft])
= exp

(
−r(T − t)− Xt

b
(1− e−b(T−t)) +

σ2

2b2

w T

t
(e−b(T−s) − 1)2ds

)
.

10. 我们有

F (t, x) = exp

(
−r(T − t)− x

b
(1− e−b(T−t)) +

σ2

2b2

w T

t
(e−b(T−s) − 1)2ds

)
,
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因此

∂F

∂t
(t, x) =

(
r + xe−b(T−t) − σ2

2b2
(e−b(T−t) − 1)2

)
F (t, x),

∂F

∂x
(t, x) = −1

b
(1− e−b(T−t))F (t, x),

且
∂2F

∂x2
(t, x) =

1

b2
(1− e−b(T−t))2F (t, x),

这意味着

−(r + x)F (t, x) +
∂F

∂t
(t, x)− bx∂F

∂x
(t, x) +

1

2
σ2∂

2F

∂x2
(t, x) = 0.

练习 4.3.由命题 4.1债券价格的偏微分方程为
∂F

∂t
(t, x) = xF (t, x)− (α− βx)

∂F

∂x
(t, x)− 1

2
σ2x2∂

2F

∂x2
(t, x)

F (T, x) = 1.

让我们来找形如

F (t, x) = eA(T−t)−xB(T−t)

的解，其中 A(0) = B(0) = 0，这意味这
A′(s) = 0

B′(s) + βB(s) + 1
2
σ2B2(s) = 1.

因此特别对于 A(s) = 0, s ∈ R和 B(s) 就求解出Riccatti方程，易得其解为

B(s) =
2(eγs − 1)

2γ + (β + γ)(eγs − 1)
,

有 γ =
√
β2 + 2σ2.

练习 4.4.
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1. 我们有

P (t, T ) = P (s, T ) exp

(w t

s
rudu+

w t

s
σTu dBu −

1

2

w t

s
|σTu |2du

)
,

0 ≤ s ≤ t ≤ T .

2. 我们有

d
(

e−
r t
0 rsdsP (t, T )

)
= e−

r t
0 rsdsP (t, T )σTt dBt,

由伊藤积分的性质，上式积分后即为鞅。

3. 由前一个方程的鞅性我们有

IE
[
e−

r T
0 rsds

∣∣∣ Ft] = IE
[
P (T, T )e−

r T
0 rsds

∣∣∣ Ft]
= P (t, T )e−

r t
0 rsds, 0 ≤ t ≤ T.

4. 由前一个问题我们有

P (t, T ) = e
r t
0 rsds IE

[
e−

r T
0 rsds

∣∣∣ Ft]
= IE

[
e
r t
0 rsdse−

r T
0 rsds

∣∣∣ Ft]
= IE

[
e−

r T
t rsds

∣∣∣ Ft] , 0 ≤ t ≤ T,

由于 e−
r t
0 rsds 是一个 Ft-可测的随机变量。

5. 我们有

P (t, S)

P (t, T )
=

P (s, S)

P (s, T )
exp

(w t

s
(σSu − σTu )dBu −

1

2

w t

s
(|σSu |2 − |σTu |2)du

)
=

P (s, S)

P (s, T )
exp

(w t

s
(σSu − σTu )dBT

u −
1

2

w t

s
(σSu − σTu )2du

)
,

0 ≤ t ≤ T，因此在前面的表达式中设 s = t 和t = T 有

P (T, S) =
P (t, S)

P (t, T )
exp

(w T

t
(σSs − σTs )dBT

s −
1

2

w T

t
(σSs − σTs )2ds

)
.

练习 4.5.我们可检验 P (T, T ) = eX
T
T = 1.

" 165

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html


N. Privault

第第第5章章章

练习 5.1.

1. 我们有

logP (t, T ) = −(T−t)r0−θ(T 2−t2)/2+σ2(T−t)3/6−(T−t)(rt−θt−r0)

和

logP (t, S) = −(S−t)r0−θ(S2−t2)/2+σ2(S−t)3/6−(S−t)(rt−θt−r0),

因此

logP (t, T )− logP (t, S)

= θ(S2 − T 2)/2 + σ2(T − t)3/6 + (S − T )(rt − θt) + σ2(S − t)3/6,

且

f(t, T, S) =
1

S − T
(logP (t, T )− logP (t, S))

=
1

S − T
(θ(S2 − T 2)/2 + σ2(T − t)3/6

+(S − T )(rt − θt) + σ2(S − t)3/6).

2. 我们有

f(t, T ) = − ∂

∂T
logP (t, T )

= r0 + Tθ − σ2(T − t)2/2 + (rt − θt− r0)

= (T − t)θ − σ2(T − t)2/2 + rt

= f(0, T ) + σ2t(T − t/2) + σWt.

练习 5.2.

1. 我们有

f(t, T, S) = − logP (t, S)− logP (t, T )

S − T

166

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html

"

https://www.ntu.edu.sg/home/nprivault/indext.html


随机利率模型及相关衍生品定价

= −
−r(S − t)− Xt

b
(1− e−b(S−t))− σ2

2b2

r S
t

(e−b(S−s) − 1)2ds

S − T

+
−r(T − t)− Xt

b
(1− e−b(T−t))− σ2

2b2

r T
t

(e−b(T−s) − 1)2ds

S − T

= r − Xt

b

e−b(S−t) − e−b(T−t)

S − T

+
σ2

2b2

w S

t

(e−b(S−s) − 1)2 − (e−b(T−s) − 1)2

S − T
ds.

2. 我们有

f(t, T ) = lim
S↘T

f(t, T, S)

= r +Xte
−b(T−t) − σ2

b2

w T

t
e−b(T−s)(e−b(T−s) − 1)ds

= r +Xte
−b(T−t) − σ2

2b2
(1− e−b(T−t))2.

练习 5.3.

1. 我们有

f(t, T, S) = − 1

S − T
(
XS
t −XT

t − µ(S − T )
)

= µ− σ 1

S − T

(
(S − t)

w t

0

1

S − s
dBs − (T − t)

w t

0

1

T − s
dBs

)
= µ− σ 1

S − T

w t

0

(
S − t
S − s

− T − t
T − s

)
dBs

= µ− σ 1

S − T

w t

0

(T − s)(S − t)− (T − t)(S − s)
(S − s)(T − s)

dBs

= µ+
σ

S − T

w t

0

(s− t)(S − T )

(S − s)(T − s)
dBs.

2. 我们有

f(t, T ) = µ− σ
w t

0

t− s
(T − s)2

dBs.
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3. 注意到

lim
T↘t

f(t, T ) = µ− σ
w t

0

1

t− s
dBs

在L2(Ω)中不存在。

4. 由伊藤公式我们有

dP (t, T )

P (t, T )
= σdBt +

1

2
σ2dt+ µdt− XT

t

T − t
dt

= σdBt +
1

2
σ2dt− logP (t, T )

T − t
dt, t ∈ [0, T ].

5. 设

rSt = µ+
1

2
σ2 − XS

t

S − t

= µ+
1

2
σ2 − σ

w t

0

1

S − s
dBs,

且由练习 4.5-(4)的结果可得。

第第第6章章章

练习 6.1.

1. 我们有

dtf(t, T ) = σ2(T − t)dt− θdt+ drt = σ2(T − t)dt+ σdWt.

2. 由于漂移项dtf(t, T )等于 σ
r T
t
σds 则 HJM 条件得到满足

练习 6.2.

1. 我们有

dtf(t, T ) = e−b(T−t)dXt + bXte
−b(T−t)dt+

σ2

b
e−b(T−t)(1− e−b(T−t))dt

=
σ2

b
e−b(T−t)(1− e−b(T−t))dt+ σe−b(T−t)dBt.
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2. 我们有

σ2

b
e−b(T−t)(1− e−b(T−t)) = σe−b(T−t)

w T

t
σe−b(T−s)ds,

这就是HJM 无套利条件。

第第第7章章章

练习 7.1.

1. 我们有

dP (t, T ) = dF (t, rt) = rtP (t, T )dt+ σ
∂F

∂x
(t, rt)dWt,

其中由鞅性t 7→ e−
r t
0 rsdsP (t, T )，dt的其余项加起来等于零 。因此

dP (t, T ) = rtP (t, T )dt− σ(T − t)F (t, x)dWt,

和
dP (t, T )

P (t, T )
= rtdt− (T − t)σdWt.

2. 由问题 1 我们有

d
(

exp
(
−

w t

0
rsds

)
P (t, T )

)
= −rt exp

(
−

w t

0
rsds

)
P (t, T )dt+ exp

(
−

w t

0
rsds

)
dP (t, T )

= σ exp
(
−

w t

0
rsds

) ∂F
∂x

(t, rt)dWt

= −σ(T − t) exp
(
−

w t

0
rsds

)
F (t, rt)dWt.

3. 我们有

Ψ(t) = IEP

[
dP̃
dP

∣∣∣ Ft] =
P (t, T )

P (0, T )
e−

r t
0 rsds, t ∈ [0, T ].
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4. 我们有

dΨ(t) = Ψ(t)ζtdWt,

其中

ζt = −σ(T − t).

5. 我们有

Ψ(t) = exp

(w t

0
ζsdWs −

1

2

w t

0
ζ2
sds

)
,

因此

IEP

[
dP̃
dP

∣∣∣ FT] = Ψ(T ) = exp

(w T

0
ζsdWs −

1

2

w T

0
ζ2
sds

)
.

6. 由Girsanov 定理，

dŴt = σ(T − t)dt+ dWt

是在P̃下的一个标准布朗运动，因此在P̃下我们得到动态

drr = θdt+ σdWt = (θ − σ2(T − t))dt+ σdŴt.

7. 我们有

IE
[
e−

r T
t rsds(P (T, S)−K)+

∣∣∣ Ft]
= P (t, T )ĨE

[
(P (T, S)−K)+

∣∣∣ Ft]
= P (t, T )ĨE

[
(e−(S−T )r0−θ(S2−T 2)/2+σ2(S−T )3/6−σ(S−T )WT −K)+

∣∣∣ Ft]
= P (t, T )

×ĨE

[(
e−(S−T )r0− θ2 (S2−T 2)+σ2

6
(S−T )3−(S−T )σ(−σ

r T
0 (T−t)dt+W̃T ) −K

)+ ∣∣∣ Ft]
= P (t, T )

×ĨE

[(
e−(S−T )r0− θ2 (S2−T 2)+σ2

6
(S−T )3−(S−T )σ(−σT 2/2+W̃T ) −K

)+ ∣∣∣ Ft]
= P (t, T ) IE[(em+X −K)+|Ft],

其中

m = −(S − T )r0 −
θ

2
(S2 − T 2) +

σ2

6
(S − T )3
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−(S − T )σ
(
−σT 2/2 + W̃t

)
= −(S − T )r0 −

θ

2
(S2 − T 2) +

σ2

6
(S − T )3

+(S − T )σ
(
σT 2/2 + σt2/2− σtT −Wt

)
,

和 X 是中心高斯的并有条件方差

v2 = (S − T )2σ2(T − t)

因此

IE
[
e−

r T
t rsds(P (T, S)−K)+

∣∣∣ Ft]
= P (t, T )em+ v2

2 Φ(v + (m− logK)/v)−KP (t, T )Φ((m− logK)/v),

其中

Φ(z) =
w z

−∞
e−y

2/2 dy√
2π
, z ∈ R.

现在

t 7→ P (t, S)

P (t, T )

是在 P̃下的鞅 (参见命题 7.2), 因此

IEP̃

[
P (T, S)

∣∣∣ Ft] = IEP̃

[
P (T, S)

P (T, T )

∣∣∣ Ft]
= IEP̃

[
P (T, S)

P (T, T )

∣∣∣ Ft]
=

P (t, S)

P (t, T )
,

且
P (t, S)

P (t, T )
= IEP̃

[
P (T, S)

∣∣∣ Ft] = IE[em+X |Ft],

其中 X 是中心高斯随机变量且有方差 v2，因此

m+
1

2
v2 = log

P (t, S)

P (t, T )
. (13.1)

作为一个结果，

IE
[
e−

r T
t rsds(P (T, S)−K)+

∣∣∣ Ft]
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= P (t, S)Φ

(
v

2
+

1

v
log

P (t, S)

KP (t, T )

)
−KP (t, T )Φ

(
−v

2
+

1

v
log

P (t, S)

KP (t, T )

)
.

注意到关系式 13.1 可重新通过 “直接计算”得到而不是用鞅理论：则有

logP (t, T )− logP (t, S)

= −(T − t)r0 − θ(T 2 − t2)/2 + σ2(T − t)3/6− σ(T − t)Wt

−
(
−(S − t)r0 − θ(S2 − t2)/2 + σ2(S − t)3/6− σ(S − t)Wt

)
= −(T − S)r0 − θ(T 2 − S2)/2− σ(T − S)Wt

+σ2((T − t)3 − (S − t)3)/6,

因此

m = logP (t, S)− logP (t, T ) + σ2((T − t)3 − (S − t)3)/6 +
σ2

6
(S − T )3

+(S − T )σ2
(
T 2/2 + t2/2

)
− σ2tT (S − T )

= logP (t, S)− logP (t, T ) + σ2(T 3 − 3tT 2 + 3Tt2 − S3 + 3tS2 − 3St2)/6

+
σ2

6
(S − T )3 + (S − T )σ2

(
T 2/2 + t2/2

)
− σ2tT (S − T )

= logP (t, S)− logP (t, T ) + σ2(−3tT 2 + 3Tt2 + 3tS2 − 3St2)/6

+
σ2

6
(−3TS2 + 3ST 2) + (S − T )σ2

(
T 2/2 + t2/2

)
− σ2tT (S − T ),

和

m+
v2

2
= logP (t, S)− logP (t, T ) + σ2(−3tT 2 + 3Tt2 + 3tS2 − 3St2)/6

+
σ2

6
(−3TS2 + 3ST 2) + (S − T )σ2

(
T 2/2 + t2/2

)
+

1

2
σ2(S2 − 2ST + T 2)(T − t)− σ2tT (S − T )

= logP (t, S)− logP (t, T ).

练习 7.2.

1. 由问题 9的结果我们有

IEP

[
dP̃
dP

∣∣∣ Ft]
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= e−
r t
0 rsds

P (t, T )

P (0, T )

= exp

(
−

w t

0
rsds+ rt− σ2

2b2

w t

0
(e−b(T−s) − 1)2ds− Xt

b
(1− e−b(T−t))

)
= exp

(
−

w t

0
Xsds−

σ2

2b2

w t

0
(e−b(T−s) − 1)2ds− Xt

b
(1− e−b(T−t))

)
= exp

(
1

b
(Xt − σBt)−

σ2

2b2

w t

0
(e−b(T−s) − 1)2ds− Xt

b
(1− e−b(T−t))

)
= exp

(
−σ
b
Bt −

σ2

2b2

w t

0
(e−b(T−s) − 1)2ds+

Xt

b
e−b(T−t)

)
= exp

(
−σ
b
Bt −

σ2

2b2

w t

0
(e−b(T−s) − 1)2ds+

σ

b

w t

0
e−b(T−s)dBs

)
= exp

(
−σ
b

w t

0
(1− e−b(T−s))dBs −

σ2

2b2

w t

0
(e−b(T−s) − 1)2ds

)
,

且特别地对于 t = T 我们有

dP̃
dP

= exp

(
−σ
b

w T

0
(1− e−b(T−s))dBs −

σ2

2b2

w T

0
(e−b(T−s) − 1)2ds

)
.

2. 由 Girsanov 定理，

B̂t := Bt +
σ

b

w t

0
(1− e−b(T−s))ds, 0 ≤ t ≤ T,

是一个在远期测度P̃下的标准布朗运动且我们有

drt = dXt = −bXtdt+ σdBt = −bXtdt−
σ2

b
(1− e−b(T−t))dt+ σdB̂t.

3. 当 b = 0 我们有

P (t, T ) = exp

(
−r(T − t)− (T − t)Xt +

σ2

2

w T

t
(T − s)2ds

)
且

XT = −σ2
w T

0
(T − s)ds+ σB̂T = −σ

2

2
T 2 + σB̂T ,

因此

IEP

[
e−

r T
0 rsds(P (T, S)−K)+

]
= P (0, T ) IEP̃

[
(P (T, S)−K)+

]
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= P (0, T ) IEP̃

[(
e−r(S−T )−(S−T )XT+σ2

2

r S
T (S−s)2ds −K

)+
]

= P (0, T ) IEP̃

[(
e
−r(S−T )−(S−T )

(
−σ

2

2
T 2+σB̂T

)
+σ2

2

r S
T (S−s)2ds −K

)+
]

= P (0, T ) IEP̃

[(
e−r(S−T )+σ2

2
(S−T )T 2+σ2

6
(S−T )3−(S−T )σB̂T −K

)+
]
.

由关系式

IE[(em+X −K)+] = em+v2/2Φ(v + (m− logK)/v)−KΦ((m− logK)/v),

其中 m = −r(S − T ) + σ2

2
(S − T )T 2 + σ2

6
(S − T )3, X 是一个方差

为v2 = σ2T (S − T )2的中心化高斯随机变量且

Φ(z) =
w z

−∞
e−y

2/2 dy√
2π
, z ∈ R,

并且

−v2/2 + log(P (0, S)/P (0, T )) = −1

2
σ2T (S − T )2 − rS +

σ2

6
S3

−(−rT +
σ2

6
T 3)

= m, (13.2)

我们最后可得

IEP

[
e−

r T
0 rsds(P (T, S)−K)+

]
= P (0, S)Φ

(
1

v
log

P (0, S)

KP (0, T )
+
v

2

)
−KP (0, T )Φ

(
1

v
log

P (0, S)

KP (0, T )
− v

2

)
.

另一方面，关系式 (13.2) 可独立地从事实

t 7→ P (t, S)

P (t, T )

是一个在 P̃下的鞅得到 (参见第 7章). 因此

IEP̃

[
P (T, S)

∣∣∣ Ft] = IEP̃

[
P (T, S)

P (T, T )

∣∣∣ Ft] =
P (t, S)

P (t, T )
,
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并且
P (0, S)

P (0, T )
= IEP̃

[
P (T, S)

∣∣∣ F0

]
= IE[(em+X −K)+],

其中 X 是一个方差为v2的中心高斯随机变量，因此

m+
1

2
v2 = log

P (0, S)

P (0, T )
.

练习 7.3.回顾定义为

dPi|Ft
dP|Ft

=
e−

r Ti
t rsds

P (t, Ti)
, 0 ≤ t ≤ Ti, i = 1, 2,

的远期测度， 有

IE

[
dPi
dP

∣∣∣ Ft] =
P (t, Ti)

P (0, Ti)
e−

r t
0 rsds, 0 ≤ t ≤ Ti, i = 1, 2.

远期互换测度定义为

dP1,2|Ft

dP|Ft
=
P (T1, T2)

P (t, T2)
e−

r T1
t rsds, 0 ≤ t ≤ T1,

且有

IE

[
dP1,2

dP

∣∣∣ Ft] =
P (t, T2)

P (0, T2)
e−

r t
0 rsds, 0 ≤ t ≤ T1.

特别地，

IE

[
dP1,2

dP

∣∣∣ FT1] = IE

[
dP2

dP

∣∣∣ FT1] =
P (T1, T2)

P (0, T2)
e−

r T1
0 rsds,

这意味这

IE
[
e−

r T2
0 rsdsF

]
= P (0, T2) IE

[
P (T1, T2)

P (0, T2)
e−

r T1
0 rsdsF

]
= P (0, T2) IE2[F ]

= P (0, T2) IE1,2[F ],

对于所有可积的 FT1可测的 F。更进一步，

dBi
t := dBt − ζ itdt
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是一个在下Pi, i = 1, 2的标准布朗运动。 除此之外 (B2
t )t∈[0,T1] 也是一个直

到T1为止在 P1,2下的标准布朗运动。我们有

IE1,2

[
dPk
dP1,2

∣∣∣ Ft] =
P (0, T2)

P (0, Tk)

P (t, Tk)

P (t, T2)
0 ≤ t ≤ T1, k = 1, 2,

且过程

t 7→ P (t, T1)

P (t, T2)
, 0 ≤ t ≤ T1,

是一个在P2下和 P1,2下的 Ft-鞅, 而

t 7→ P (t, T2)

P (t, T1)
, 0 ≤ t ≤ T1,

是一个在P1下的 Ft-鞅。

1. 我们哟
dP (t, Ti)

P (t, Ti)
= rtdt+ ζ itdBt, i = 1, 2,

和

P (T, Ti) = P (t, Ti) exp

(w T

t
rsds+

w T

t
ζ isdBs −

1

2

w T

t
(ζ is)

2ds

)
,

0 ≤ t ≤ T ≤ Ti, i = 1, 2, 因此

logP (T, Ti) = logP (t, Ti) +
w T

t
rsds+

w T

t
ζ isdBs −

1

2

w T

t
(ζ is)

2ds,

0 ≤ t ≤ T ≤ Ti, i = 1, 2, 和

d logP (t, Ti) = rtdt+ ζ itdBt −
1

2
(ζ it)

2dt, i = 1, 2.

在 Vasicek模型中

drt = −brtdt+ σdBt,

其中 (Bt)t∈R+ 是一个在P下的标准布朗运动，我们有

ζ it = −σ
b

(1− e−b(Ti−t)), 0 ≤ t ≤ Ti, i = 1, 2.
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设

dBi
t = dBt − ζ itdt,

它是一个在Pi, i = 1, 2下的标准布朗运动。

我们同样有

P (T, T1)

P (T, T2)
=

P (t, T1)

P (t, T2)
exp

(w T

t
(ζ1
s − ζ2

s )dBs −
1

2

w T

t
((ζ1

s )2 − (ζ2
s )2)ds

)
=

P (t, T1)

P (t, T2)
exp

(w T

t
(ζ1
s − ζ2

s )dB2
s −

1

2

w T

t
(ζ1
s − ζ2

s )2ds

)
,

它是一个在P2和P1,2下的 Ft-鞅，且有

P (T, T2)

P (T, T1)
=

P (t, T2)

P (t, T1)
exp

(
−

w T

t
(ζ1
s − ζ2

s )dB1
s −

1

2

w T

t
(ζ1
s − ζ2

s )2ds

)
,

它是一个在P1下的 Ft-鞅。

2. 我们有

f(t, T1, T2) = − 1

T2 − T1

(logP (t, T2)− logP (t, T1))

且在 Vasicek 情形下，

f(t, T1, T2) = −σ
2

2b

− 1

T2 − T1

((
rt
b

+
σ2

b3

)
(e−b(T2−t) − e−b(T1−t))− σ2

4b3
(e−2b(T2−t) − e−2b(T1−t))

)
.

3. 我们有

df(t, T1, T2) = − 1

T2 − T1

d log (P (t, T2)/P (t, T1))

= − 1

T2 − T1

(
(ζ2
t − ζ1

t )dBt −
1

2
((ζ2

t )2 − (ζ1
t )2)dt

)
= − 1

T2 − T1

(
(ζ2
t − ζ1

t )(dB2
t + ζ2

t dt)−
1

2
((ζ2

t )2 − (ζ1
t )2)dt

)
= − 1

T2 − T1

(
(ζ2
t − ζ1

t )dB2
t −

1

2
(ζ2
t − ζ1

t )2dt

)
.
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4. 我们有

f(T, T1, T2) = − 1

T2 − T1

log (P (T, T2)/P (T, T1))

= f(t, T1, T2)− 1

T2 − T1

(w T

t
(ζ2
s − ζ1

s )dBs −
1

2
((ζ2

s )2 − (ζ1
s )2)ds

)
= f(t, T1, T2)− 1

T2 − T1

(w T

t
(ζ2
s − ζ1

s )dB2
s −

1

2

w T

t
(ζ2
s − ζ1

s )2ds

)
= f(t, T1, T2)− 1

T2 − T1

(w T

t
(ζ2
s − ζ1

s )dB1
s +

1

2

w T

t
(ζ2
s − ζ1

s )2ds

)
.

因此给定 Ft和分别在P1和P2下的条件均值

m = f(t, T1, T2) +
1

2

w T

t
(ζ2
s − ζ1

s )2ds,

m = f(t, T1, T2)− 1

2

w T

t
(ζ2
s − ζ1

s )2ds)

以及方差

v2 =
1

(T2 − T1)2

w T

t
(ζ2
s − ζ1

s )2ds,

f(T, T1, T2) 具有高斯分布。 因此

(T2 − T1) IE
[
e−

r T2
t rsds(f(T1, T1, T2)− κ)+

∣∣∣ Ft]
= (T2 − T1)P (t, T2) IE2

[
(f(T1, T1, T2)− κ)+

∣∣∣ Ft]
= (T2 − T1)P (t, T2) IE2

[
(m+X − κ)+

∣∣∣ Ft]
= (T2 − T1)P (t, T2)

(
v√
2π

e−(κ−m)2/(2v2) + (m− κ)Φ((m− κ)/v)

)
.

练习 7.4.我们有

P (t, T ) IET

[
(P (T, S)− κ)+]

= P (t, T ) IET

[(
P (t, S)

P (t, T )
exp

(w T

t
(σSs − σTs )dBT

s −
1

2

w T

t
(σSs − σTs )2ds

)
− κ
)+
]

= P (t, T ) IE[(eX − κ)+ | Ft]
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= emt+v
2
t /2Φ

(
vt
2

+
1

vt
(mt + v2

t /2− log κ)

)
− κΦ

(
−vt

2
+

1

vt
(mt + v2

t /2− log κ)

)
,

且有

mt = log(P (t, S)/P (t, T ))− 1

2

w T

t
(σSs − σTs )2ds

和

v2
t =

w T

t
(σSs − σTs )2ds,

即

P (t, T ) IET

[
(P (T, S)− κ)+]

= P (t, S)Φ

(
vt
2

+
1

vt
log

P (t, S)

κP (t, T )

)
− κP (t, T )Φ

(
−vt

2
+

1

vt
log

P (t, S)

κP (t, T )

)
.

练习 7.5.

1. 我们有

IE

[
dPT
dP

∣∣∣ Ft] = eσBt−σ
2t/2.

2. 由Girsanov 定理，过程 B̃t := Bt − σt是一个在PT下的标准布朗运动。

3. 我们有

logP (T, S) = −µ(S − T ) + σ(S − T )
w T

0

1

S − s
dBs

= −µ(S − T ) + σ(S − T )
w t

0

1

S − s
dBs + σ(S − T )

w T

t

1

S − s
dBs

=
S − T
S − t

logP (t, S) + σ(S − T )
w T

t

1

S − s
dBs

=
S − T
S − t

logP (t, S) + σ(S − T )
w T

t

1

S − s
dB̃s + σ2(S − T )

w T

t

1

S − s
ds

=
S − T
S − t

logP (t, S) + σ(S − T )
w T

t

1

S − s
dB̃s + σ2(S − T ) log

S − t
S − T

,

0 < T < S.

4. 我们有

P (t, T ) IET

[
(P (T, S)−K)+

∣∣∣ Ft]
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= P (t, T ) IE[(eX − κ)+ | Ft]

= P (t, T )emt+v
2
t /2Φ

(
vt
2

+
1

vt
(mt + v2

t /2− log κ)

)
−κP (t, T )Φ

(
−vt

2
+

1

vt
(mt + v2

t /2− log κ)

)
= P (t, T )emt+v

2
t /2Φ

(
vt +

1

vt
(mt − log κ)

)
− κP (t, T )Φ

(
1

vt
(mt − log κ)

)
,

其中

mt =
S − T
S − t

logP (t, S) + σ2(S − T ) log
S − t
S − T

和

v2
t = σ2(S − T )2

w T

t

1

(S − s)2
ds

= σ2(S − T )2

(
1

S − T
− 1

S − t

)
= σ2(S − T )

(T − t)
(S − t)

,

因此

P (t, T ) IET

[
(P (T, S)−K)+

∣∣∣ Ft]
= P (t, T ) (P (t, S))(S−T )(S−t)

(
S − t
S − T

)σ2(S−T )

ev
2
t /2

×Φ

(
vt +

1

vt
log

(
(P (t, S))(S−T )(S−t)

κ

(
S − t
S − T

)σ2(S−T )
))

−κP (t, T )Φ

(
1

vt
log

(
(P (t, S))(S−T )(S−t)

κ

(
S − t
S − T

)σ2(S−T )
))

.

第第第8章章章

练习 8.1.利用分解

P (t, T ) = F1(t,Xt)F2(t, Yt) exp

(
−

w T

t
ϕ(s)ds+ U(t, T )

)
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由(8.13)有,

dP (t, T ) = P (t, T )rtdt+ σC1(t, T )dB1
t + ηC2(t, T )dB2

t ,

其中

C1(t, T ) =
e−a(T−t) − 1

a
and C2(t, T ) =

e−b(T−t) − 1

b
.

练习 8.2.

1. 我们有

drt = −ar0e−atdt+ ϕ′(t)dt+ dXt

= −ar0e−atdt+ θ(t)dt− a
w t

0
θ(u)e−a(t−u)dudt− aXtdt+ σdBt

= −ar0e−atdt+ θ(t)dt− aϕ(t)dt− aXtdt+ σdBt

= (θ(t)− art)dt+ σdBt.

2. 由标准讨论我们得到

−xF (t, x) + (θ(t)− ax)
∂F

∂x
(t, x) +

1

2
σ2∂

2F

∂x2
(t, x) +

∂F

∂t
(t, x) = 0 (13.3)

在终端条件 F (T, x) = 1, x ∈ R下。

3. 我们有

P (t, T ) = IE
[
e−

r T
t rsds

∣∣∣ Ft]
= IE

[
e−

r T
t (r0e−as+ϕ(s)+Xs)ds

∣∣∣ Ft]
= e−

r T
t (r0e−as+ϕ(s))ds IE

[
e−

r T
t Xsds

∣∣∣ Ft]
= e−

r T
t (r0e−as+ϕ(s))ds exp

(
− IE

[w T

t
Xsds

∣∣∣ Ft]+
1

2
Var

[w T

t
Xsds

∣∣∣ Ft])
= e−

r T
t (r0e−as+ϕ(s))dse−

Xt
a

(1−e−a(T−t))+ 1
2
σ2

a2

r T
t (e−a(T−s)−1)2ds

= eA(t,T )+XtC(t,T ),

其中

A(t, T ) = −
w T

t
(r0e−as + ϕ(s))ds− Xt

a
(1− e−a(T−t)),
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和

C(t, T ) =
σ2

2a2

w T

t
(e−a(T−s) − 1)2ds.

4. 我们有

f(t, T ) = −∂ logP (t, T )

∂T
= r0e−aT+ϕ(T )+Xte

−a(T−t)− σ2

2a2
(1−e−a(T−t))2,

0 ≤ t ≤ T .

5. 我们有

dtf(t, T ) = aXte
−a(T−t)dt+ e−a(T−t)dXt +

σ2

a
e−a(T−t)(1− e−a(T−t))dt

= aXte
−a(T−t)dt+ e−a(T−t)(−aXt + σdBt) +

σ2

a
e−a(T−t)(1− e−a(T−t))dt

= e−a(T−t)σdBt +
σ2

a
e−a(T−t)(1− e−a(T−t))dt.

6. 我们有

σ2e−a(T−t)
w T

t
e−a(T−s) =

σ2

a
e−a(T−t)(1− e−a(T−t)).

7. 由于 t = 0，只须设

ϕ(T ) = −r0e−aT + fM(0, T ) +
σ2

2a2
(1− e−aT )2, T > 0,

就可得 f(0, T ) = fM(0, T ), T > 0.

8. 对等式

ϕ(T ) =
w T

0
θ(t)e−a(T−t)dt = −r0e−aT + fM(0, T ) +

σ2

2a2
(1− e−aT )2,

微分， T > 0，可得

θ(T )− aϕ(T ) = ar0e−aT +
∂fM

∂t
(0, T ) +

σ2

a
e−aT (1− e−aT ), T > 0,

因此

θ(t) = aϕ(t) + ar0e−at +
∂fM

∂t
(0, t) +

σ2

a
e−at(1− e−at)

= af(0, t) +
∂fM

∂t
(0, t) +

σ2

2a
(1− e−2at)

= afM(0, t) +
∂fM

∂t
(0, t) +

σ2

2a
(1− e−2at), t > 0.
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9. 由伊藤公式，偏微分方程(13.3)和鞅性 t 7→ e−
r t
0 rsdsP (t, T ) 我们有

d
(

e−
r t
0 rsdsP (t, T )

)
= d

(
e−

r t
0 rsdsF (t, rt)

)
= σe−

r t
0 rsds

∂F

∂x
(t, rt)dBt

= σe−
r t
0 rsdsP (t, T )

∂ logF

∂x
(t, rt)dBt,

因此

ζt = σ
∂ logF

∂x
(t, rt) = σC(t, T ),

并且 我们有

dP (t, T ) = e
r t
0 rsdsd

(
e−

r t
0 rsdsP (t, T )

)
+ rtP (t, T )dt

= rtP (t, T )dt+ ζtP (t, T )dBt.

10. 由问题 9我们有

e
r t
0 rsdsP (t, T ) = P (0, T )e

r t
0 ζsdBs+

1
2

r t
0 ζ

2
sds,

因此

dP̃/dP = IE

[
dP̃
dP

∣∣∣ FT] =
1

P (0, T )
e−

r T
0 rsds = e

r t
0 ζsdBs−

1
2

r t
0 ζ

2
sds.

11. 我们有

drt = (θ(t)− art) + σdBt = (θ(t)− art) + σ(σC(t, T )dt+ dB̂t)

其中 B̂t 是一个在P̃下的标准布朗运动

12. 我们有

d
P (t, S)

P (t, T )
=
P (t, S)

P (t, T )
(ζSt − ζTt )(dBt − ζTt dt) =

P (t, S)

P (t, T )
(ζSt − ζTt )dB̂t,

0 ≤ t ≤ T .
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13. 我们有

IEP̃

[
P (T, S)

∣∣∣ Ft] = IEP̃

[
P (T, S)

P (T, T )

∣∣∣ Ft] =
P (t, S)

P (t, T )
, 0 ≤ t ≤ T ≤ S,

因此

P (t, S)

P (t, T )
= IEP̃

[
P (T, S)

∣∣∣ FT]
= IEP̃

[
eA(T,S)+XTC(T,S)

∣∣∣ FT]
= eA(T,S)+C(T,S) IE[XT |Ft]+ 1

2
|C(T,S)|2 Var[XT |Ft],

因此

A(T, S) + C(T, S) IE[XT | Ft] +
1

2
|C(T, S)|2 Var[XT | Ft] = log

P (t, S)

P (t, T )
.

14. 我们有

P (t, T ) IEP̃

[
(K − P (T, S))+

∣∣∣ Ft]
= P (t, T ) IEP̃

[
(K − P (T, S))

∣∣∣ Ft]+ P (t, T ) IEP̃

[
(P (T, S)−K)+

∣∣∣ Ft]
= KP (t, T )− P (t, T ) IEP̃

[
P (T, S)

∣∣∣ Ft]+ P (t, T ) IEP̃

[
(P (T, S)−K)+

∣∣∣ Ft]
= KP (t, T )− P (t, S) + P (t, T ) IEP̃

[
(eX −K)+

∣∣∣ Ft] ,
其中 X 是一个在给定 Ft下的中心高斯随机变量均值为

mt = A(T, S) + C(T, S) IE[XT | Ft]

且方差为

v2
t = |C(T, S)|2 Var[XT | Ft],

因此

P (t, T ) IEP̃

[
(K − P (T, S))+

∣∣∣ Ft]
= KP (t, T )− P (t, S) + P (t, T )Φ

(
vt
2

+
1

vt
(mt + v2

t /2− logK)

)
−P (t, T )Φ

(
−vt

2
+

1

vt
(mt + v2

t /2− logK)

)
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= KP (t, T )− P (t, S) + P (t, T )Φ

(
vt
2

+
1

vt
log

P (t, S)

KP (t, T )

)
−P (t, T )Φ

(
−vt

2
+

1

vt
log

P (t, S)

KP (t, T )

)
.

第第第9章章章

练习 9.1.

1. 我们有

L(t, T1, T2) = L(0, T1, T2)e
r t
0 γ1(s)dB2

s− 1
2

r t
0 |γ1(s)|2ds, 0 ≤ t ≤ T1,

且 L(t, T2, T3) = b, 因此 P (t, T2)/P (t, T3) = 1 + δb 且有 P2 = P3 up to

time T2, 而由 (9.21)直到T1 为止 P2 = P1,2。

2. 我们有

IE
[
e−

r T2
t rsds(L(T1, T1, T2)− κ)+

∣∣∣ Ft]
= P (t, T1) IE2

[
(L(T1, T1, T2)− κ)+ | Ft

]
= P (t, T1) IE2

[
(L(t, T1, T2)e

r T1
t γ1(s)dB2

s− 1
2

r T1
t |γ1(s)|2ds − κ)+ | Ft

]
= P (t, T1)Bl(κ, L(t, T1, T2), σ1(t), 0, T1 − t),

其中

σ2
1(t) =

1

T1 − t

w T1

t
|γ1(s)|2ds,

和

IE
[
e−

r T3
t rsds(L(T2, T2, T3)− κ)+

∣∣∣ Ft] = P (t, T2) IE3

[
(b− κ)+ | Ft

]
= P (t, T2)(b− κ)+.

3. 我们有

P (t, T1)

P (t, T1, T3)
=

P (t, T1)

δP (t, T2) + δP (t, T3)
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=
P (t, T1)

δP (t, T2)

1

1 + P (t, T3)/P (t, T2)

=
1 + δb

δ(δb+ 2)
(1 + δL(t, T1, T2)), 0 ≤ t ≤ T1,

和

P (t, T3)

P (t, T1, T3)
=

P (t, T3)

P (t, T2) + P (t, T3)

=
1

1 + P (t, T2)/P (t, T3)

=
1

δ

1

δb+ 2
, 0 ≤ t ≤ T2. (13.4)

4. 我们有

S(t, T1, T3) =
P (t, T1)

P (t, T1, T3)
− P (t, T3)

P (t, T1, T3)

=
1 + δb

δ(2 + δb)
(1 + δL(t, T1, T2))− 1

δ(2 + δb)

=
1

2 + δb
(b+ (1 + δb)L(t, T1, T2)), 0 ≤ t ≤ T2,

和

dS(t, T1, T3) =
1 + δb

2 + δb
L(t, T1, T2)γ1(t)dB2

t

=

(
S(t, T1, T3)− b

2 + δb

)
γ1(t)dB2

t

= S(t, T1, T3)σ1,3(t)dB2
t ,

0 ≤ t ≤ T2，有

σ1,3(t) =

(
1− b

S(t, T1, T3)(2 + δb)

)
γ1(t)

=

(
1− b

b+ (1 + δb)L(t, T1, T2)

)
γ1(t)

=
(1 + δb)L(t, T1, T2)

b+ (1 + δb)L(t, T1, T2)
γ1(t)

=
(1 + δb)L(t, T1, T2)

(2 + δb)S(t, T1, T2)
γ1(t).
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练习 9.2.

1. 我们有

L(t, T1, T2) = L(0, T1, T2)eγB
2
t−γ2t/2, 0 ≤ t ≤ T1.

2. 我们有

P (t, T2) IE2

[
(L(T1, T1, T2)− κ)+ | Ft

]
= P (t, T2)Bl(κ, L(t, T1, T2), γ, 0, T1 − t), 0 ≤ t ≤ T1.

练习 9.3.

1. 我们有

L(T, T1, T2) = S(T, T1, T2)

=
1

T2 − T1

(
P (T, T1)

P (T, T2)
− 1

)
=

1

T2 − T1

(
P (t, T1)

P (t, T2)
exp

(w T

t
(ζ1
s − ζ2

s )dBs −
1

2

w T

t
((ζ1

s )2 − (ζ2
s )2)ds

)
− 1

)
=

1

T2 − T1

(
P (t, T1)

P (t, T2)
exp

(w T

t
(ζ1
s − ζ2

s )dB2
s −

1

2

w T

t
(ζ1
s − ζ2

s )2ds

)
− 1

)
=

1

T2 − T1

(
P (t, T1)

P (t, T2)
exp

(w T

t
(ζ1
s − ζ2

s )dB1
s +

1

2

w T

t
(ζ1
s − ζ2

s )2ds

)
− 1

)
,

并由伊藤计算，

dS(t, T1, T2) =
1

T2 − T1

d

(
P (t, T1)

P (t, T2)

)
=

1

T2 − T1

P (t, T1)

P (t, T2)

(
(ζ1
t − ζ2

t )dBt +
1

2
(ζ1
t − ζ2

t )2dt− 1

2
((ζ1

t )2 − (ζ2
t )2)dt

)
=

(
1

T2 − T1

+ S(t, T1, T2)

)(
(ζ1
t − ζ2

t )dBt + ζ2
t (ζ2

t − ζ1
t )dt)dt

)
=

(
1

T2 − T1

+ S(t, T1, T2)

)(
(ζ1
t − ζ2

t )dB1
t + ((ζ2

t )2 − (ζ1
t )2)dt

)
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=

(
1

T2 − T1

+ S(t, T1, T2)

)
(ζ1
t − ζ2

t )dB2
t , t ∈ [0, T1],

因此 1
T2−T1 + S(t, T1, T2) 是一个几何布朗运动，且有

1

T2 − T1

+ S(T, T1, T2)

=

(
1

T2 − T1

+ S(t, T1, T2)

)
exp

(w T

t
(ζ1
s − ζ2

s )dB2
s −

1

2

w T

t
(ζ1
s − ζ2

s )2ds

)
,

0 ≤ t ≤ T ≤ T1.

2. 我们有

(T2 − T1) IE
[
e−

r T2
t rsds(L(T1, T1, T2)− κ)+

∣∣∣ Ft]
= (T2 − T1) IE

[
e−

r T1
t rsdsP (T1, T2)(L(T1, T1, T2)− κ)+

∣∣∣ Ft]
= P (t, T1, T2) IE1,2

[
(S(T1, T1, T2)− κ)+

∣∣∣ Ft] .
由于 (B2

t )t∈[0,T1]是一个直到T1为止的在 P1,2下的标准布朗运动

L(T, T1, T2) = S(T, T1, T2)

= − 1

T2 − T1

+

(
1

T2 − T1

+ S(t, T1, T2)

)
exp

(w T

t
(ζ1
s − ζ2

s )dB2
s −

1

2

w T

t
(ζ1
s − ζ2

s )2ds

)
,

具有相同的分布

1

T2 − T1

(
P (t, T1)

P (t, T2)
eX−

1
2
Var[X] − 1

)
,

其中 X 是给定 Ft时在P2下的中心高斯随机变量，方差为
w T1

t
(ζ1
s − ζ2

s )2ds.

因此

(T2 − T1) IE
[
e−

r T2
t rsds(L(T1, T1, T2)− κ)+

∣∣∣ Ft]
= P (t, T1, T2)

×Bl

(
1

T2 − T1

+ S(t, T1, T2),

r T1
t

(ζ1
s − ζ2

s )2ds

T1 − t
, κ+

1

T2 − T1

, T1 − t

)
.
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第第第10章章章

练习 10.1.由关系式 (9.17) 和上述的 (13.4) 我们有 直到 T1, P3 = P1,3 因此

(B3)t∈[0,T1] 是一个在P1,3下的标准布朗运动且

P (t, T1, T3) IE1,3

[
(S(T1, T1, T3)− κ)+ | Ft

]
= Bl(κ, S(t, T1, T2), σ̃1,3(t), 0, T1 − t), 0 ≤ t ≤ T1,

其中 σ̃1,3(t)是一个通过在时刻 t冻结σ1,3(s)的随机因素得到的渐近波动率，

即

|σ̃1,3|2(t) =
1

T1 − t

∣∣∣∣ (1 + δb)L(t, T1, T2)

b+ (1 + δb)L(t, T1, T2)

∣∣∣∣2 w T1

t
|γ1(s)|2ds

=
1

T1 − t
(1 + δb)2L2(t, T1, T2)

(2 + δb)2S2(t, T1, T2)

w T1

t
|γ1(s)|2ds.

练习 10.2.

1. 我们有

P (t, T1) = P (t, T2)(1 + δL(t, T1, T2)), 0 ≤ t ≤ T1,

因此

dP (t, T1) = P (t, T2)δdL(t, T1, T2) + (1 + δL(t, T1, T2))dP (t, T2)

= P (t, T2)δγL(t, T1, T2)dB2
t

+(1 + δL(t, T1, T2))P (t, T2)(rtdt+ ζ2(t)dBt)

= P (t, T2)δγL(t, T1, T2)(dBt − ζ2(t)dt)

+(1 + δL(t, T1, T2))P (t, T2)(rtdt+ ζ2(t)dBt)

= P (t, T2)(δγL(t, T1, T2) + ζ2(t)(1 + δL(t, T1, T2)))dBt

−ζ2(t)P (t, T2)δγL(t, T1, T2)dt+ P (t, T2)(1 + δL(t, T1, T2))rtdt

=
P (t, T1)

1 + δL(t, T1, T2)
(δγL(t, T1, T2) + ζ2(t)(1 + δL(t, T1, T2)))dBt

−ζ2(t)P (t, T2)δγL(t, T1, T2)dt+ P (t, T2)(1 + δL(t, T1, T2))rtdt
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= P (t, T1)

(
γ − γ

1 + δL(t, T1, T2)
+ ζ2(t)

)
dBt

−ζ2(t)P (t, T2)δγL(t, T1, T2)dt+ P (t, T2)(1 + δL(t, T1, T2))rtdt,

因此 0 ≤ t ≤ T1,

ζ1(t) =
δγL(t, T1, T2)

1 + δL(t, T1, T2)
+ ζ2(t).

2. 我们有

dL(t, T1, T2)

L(t, T1, T2)
= γdB2

t = γdBt − γζ2(t)dt, 0 ≤ t ≤ T1, (13.5)

3. Assuming that

dL(s, T1, T2)

L(s, T1, T2)
= γdBs − γζ2(t)ds, t ≤ s ≤ T1.

可得到

L(s, T1, T2) = L(t, T1, T2)eγ(Bs−Bt)−γ2(s−t)/2−γζ2(t)(s−t), 0 ≤ t ≤ s.

另一方面由于 ζ1 = 0，我们有 P1 = P，因此 (Bt)t∈R+是一个在P1下的

标准布朗运动且

P (t, T1) IEP

[
(P (T1, T2)−K)+

∣∣∣ Ft]
= P (t, T1) IEP

[
(P (T1, T2)−K)+

∣∣∣ Ft]
= P (t, T1)

× IEP

[
((1 + δL(t, T1, T2)eγ(BT1−Bt)−γ

2(T1−t)/2−γζ2(t)(T1−t))−1 −K)+
∣∣∣ Ft]

= P (t, T1)
w ∞
−∞

((1 + δL(t, T1, T2)eγx−γ
2(T1−t)/2−γζ2(t)(T1−t))−1 −K)+

e−x
2/(2(T1−t))√

2(T1 − t)π
dx.
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投资组合自融资, 16

无风险资产, 16

无套利, 36
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远期
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