
习题 4, 第二组

10. 设 f ∈ L([a, b]), {Ik} 是 [a, b] 内的开区间列, λ > 0, 若有∫
Ik

|f(x)|dx ≤ λ|Ik| (k = 1, 2, . . . ),

记 E =
∪∞

k=1 Ik, 试证明
∫
E
|f(x)|dx ≤ 2λ(E).

Proof. 因为 E 是开集, 可以分解为不相交的开区间的并, 我们可以不失一般性地对单个开区间证明
结论, 即假设 E = (a0, b0).
我们首先考察最端点为 a0 的那些开区间 Ik, 选最长的一个, 假定是 I1 = (a0, b0). 然后, 我们选取
盖住 b0 的且右端点最大的区间, 设为 I2 = (a1, b1). 然后选取盖住 b1 的且右端点最大的区间, 设为
I3 = (a2, b2). 此时必有 I3 ∩ I1 = ∅. 若不然, I3 就能盖住 b0 而且 I3 的右端点 b2 比 b1 更靠右, 与
I2 的取法矛盾.
如此继续取 I4, I5, …. 我们可知任何点 x ∈ (a0, b0) 只会出现在最多两个开区间 Ik 内, 所以∑

k

χIk(x) ≤ 2χE(x).

两边积分便得 ∑
k

|Ik| ≤ 2m(E).

于是, ∫
E

|f(x)|dx ≤
∑
k

∫
Ik

|f(x)|dx ≤ λ
∑
k

|Ik| ≤ 2λm(E).

13. f(x) 是 R 上的周期为 T > 0 的可测函数, 且 A =
∫ T

0
|f(x)|dx < ∞, 试证明

lim
n→∞

n−2f(nx) = 0, a.e. x ∈ R.

Proof. 考虑
1

n2

∫ T

0

|f(nx)|dx =
1

n3

∫ nT

0

|f(x)|dx =
1

n3
nA =

A

n2

所以 (根据 Tonelli 定理) ∫ T

0

( ∞∑
n=1

n−2|f(nx)|

)
dx =

∞∑
n=1

A

n2

存在. 这就意味着
∞∑

n=1

n−2|f(nx)|

几乎处处收敛, 即得结论.

14. 试证明
lim
n→∞

| cosnx|1/n = 1, a.e. x ∈ R.

Proof. 令

f(x) =

{
ln2 | cosx|, x /∈ π

2Z;
0, x ∈ π

2Z.

那么 f 的周期为 π, 且在 π/2 附近, f(x) ≈ ln2 |π/2− x| 是可积的, 根据第 13 题的结果可得

lim
n→∞

(
ln | cosnx|

n

)2

= 0 a.e. x ∈ R.
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所以

lim
n→∞

ln | cosnx|
n

= 0 a.e. x ∈ R,

即得结论.

19. 设 ∫ 1

0

|f(x)|dx < ∞,

∫ ∞

1

|f(x)|x−2dx < ∞,

试证明 ∫ ∞

0

sin axdx

∫ ∞

a

f(y)e−xydy = a

∫ ∞

a

f(y)

a2 + y2
dy.

Proof. 易见结论可由 Fubini 定理交换积分顺序得到. 为了应用 Fubini 定理, 我们验证∫ ∞

0

∫ ∞

a

|f(y)| | sin(ax)|e−xydydx < ∞. (1)

当 x ≤ 1/a 时, 应用 | sin(ax)|e−xy ≤ axe−xy, 及 Tonelli 定理可得∫ 1/a

0

∫ ∞

a

|f(y)| | sin(ax)|e−xydydx ≤
∫ ∞

a

|f(y)|
∫ 1/a

0

axe−xydx

= a

∫ ∞

a

|f(y)|1− e−y/a(1 + y/a)

y2
dy

=
1

a

∫ ∞

a

|f(y)|1− e−y/a(1 + y/a)

y2/a2
dy

≤ 1

a

∫ ∞

a

|f(y)|min
{
1

2
,
a2

y2

}
dy

< ∞,

其中第二个不等式是因为 (1− e−t(1 + t))/t2 在 (0,+∞) 上单调下降且在 t = 0+ 处的值为 1/2.
当 x ≥ 1/a 时, 应用 | sin(ax)|e−xy ≤ e−xy 及 Tonelli 定理可得∫ ∞

1/a

∫ ∞

a

|f(y)| | sin(ax)|e−xydydx ≤
∫ ∞

a

|f(y)|
∫ ∞

1/a

e−xydx

=

∫ ∞

a

|f(y)|e
−y/a

y
dy

≤
∫ ∞

a

|f(y)|min
{
1

a
,

a

ey2

}
dy

< ∞.

其中第二个不等式是因为 e−y/a ≤ a/(ey) 对于 y ≥ a 成立.
结合以上两种情形可知(1)成立.

20. 记数列 {tn} 使极限 lim
n→∞

eitnx 存在的 x ∈ R 的全体为 E, 且 m(E) > 0, 试证明 {tn} 是收敛列.

Proof. 因为 m(E) > 0, 根据定理 2.20 (Steinhaus), E − E 包含一开区间 (−a, a). 容易看出极
限 limn e

itnλ 对所有的 λ ∈ (−a, a) 都存在; 因为可以将 λ 写作 λ = x − y, 其中 t, s ∈ E, 那么
limn e

itnλ = limn e
itnxlimn eitny. 那么如果 limn e

itnx 对某个 x = x0 存在, 那么 limn e
itnx 就对

x ∈ (x0 − a, x0 + a) 存在. 这样便可以知道, 极限 limn e
itnx 对所有的 x ∈ R 都存在.

设 f(x) = limn→∞ eitnx, 则 |f(x)| = 1. 必定存在 a < b 使得∫ b

a

f(x)dx ̸= 0.
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否则, f 在任何区间上的积分都为 0, 可得 f(x) = 0 a.e., 与 |f(x)| = 1 矛盾. 考虑数列

cn =

∫ b

a

eitnxdx =
i(eitna − eitnb)

tn
.

根据 Lebesgue 控制收敛定理, 有 cn →
∫ b

a
f(x)dx ̸= 0. 这说明了 {tn} 必定有界. 类似地, 根

据 cn 的表达式, 我们也可以知道 tn 不能存在两个子列分别收敛于不同的极限, 否则会出现
cn → i(f(a) − f(b))/L1 和 cn → i(f(a) − f(b))/L2 这种矛盾的状况, 这里 L1, L2 分别为两个子列
的极限. 因此 {tn} 极限存在.
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