
本章中, 对 Lp(E) 如果未指明 p > 0, 一律认为 p ≥ 1.

§6.1, Lp 空间的定义与不等式, 思考题, page 290, 293, 295

1. 设 0 < m(E) <∞, 且有数列 {pk}:

1 < p1 < p2 < · · · < pk < · · · → ∞ (k → ∞)

若 f ∈ Lpk(E)(k = 1, 2, . . . ) 且 sup
k≥1

{∥f∥pk
} <∞, 则 f ∈ L∞(E).

Proof 设 sup
k≥1

{∥f∥pk
} = M . 对于任意的 ε > 0, 设 Aε = {x ∈ E : |f(x)| > M + ε}, 则 m(Aε) < ∞.

∥f∥pk
≥ (M + ε)m(Aε)

1/pk . 又 ∥f∥pk
≤ M , 所以 M ≥ (M + ε)m(Aε)

1/pk . 这对任意的 k 都成立,
如果 m(Aε) > 0, 令 k → ∞, 得 M ≥M + ε 这是一个矛盾. 所以 M(Aε) = 0 对任意的 ε > 0 成立,
因此 {x ∈ E : |f(x)| > M} =

⋃
n
A1/n 是零测集. f ∈ L∞(E).

2. 设 0 < p < q, 如果 f ∈ L∞(E) ∩ Lp(E) 则 f ∈ Lq(E).

Proof 设 |f(x)| ≤M a.e. x ∈ E 又 |f(x)|q = |f(x)|q−p|f(x)|p ≤Mq−p|f(x)|p a.e. 所以∫
E

|f(x)|qdx ≤Mq−p

∫
E

|f(x)|pdx <∞,

f ∈ Lq(E).

3. 设 m(E) <∞, f(x) 是 E 上的可测函数, 0 < p0 < +∞, 则

lim
p↗p0

∫
E

|f(x)|pdx =

∫
E

|f(x)|p0dx.

Proof 设 E = E1 ∪ E2 = E[|f | ≥ 1] ∪ E[|f | < 1]. 在 E1 上, {|f(x)|pk} 是非负渐升列, 根据 Levi 非负渐
升列定理, 成立

lim
k→∞

∫
E1

|f(x)|pkdx =

∫
E1

|f(x)|p0dx.

对于任意的 x ∈ E2 和 p > 0 都成立, 又 m(E2) <∞, 再根据 Lebesgue 控制收敛定理,

lim
k→∞

∫
E2

|f(x)|pkdx =

∫
E2

|f(x)|p0dx.

结合这两个式子就得到

lim
k→∞

∫
E

|f(x)|pkdx =

∫
E

|f(x)|p0dx.

根据 Heine 原理, 就得到所求证的式子.

4. 设 f ∈ L1(E) ∩ L2(E), 则
lim
p↘1

∫
E

|f(x)|pdx =

∫
E

|f(x)|dx.

Proof 设 E = E1 ∪ E2 = E[|f | ≥ 1] ∪ E[|f | < 1]. |f(x)|p ≤ |f(x)|2(x ∈ E1) 对于 1 < p < 2 都成立, 于是
对于任意的一列单调下降的 pk → 1, |f(x)|pk → |f(x)|(x ∈ E1). 因为 f ∈ L2(E1), 根据 Lebesgue
收敛收敛定理,

lim
k→∞

∫
E1

|f(x)|pkdx =

∫
E1

|f(x)|dx.

根据 Heine 原理,
lim

p→1+

∫
E2

|f(x)|pdx =

∫
E1

|f(x)|dx.

类似的, 利用 f ∈ L1(E2) 可以证明

lim
p→1+

∫
E2

|f(x)|pdx =

∫
E2

|f(x)|dx.

于是所求证的式子成立.
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5. 设 f(x), g(x) 是 E 上的可测函数, 且有
1

p
+

1

q
=

1

r
, 1 ≤ p <∞,

试证明 ∥fg∥r ≤ ∥f∥p∥g∥q.

Proof 作 F = |f |r 和 G = |g|r. 则 ∥fg∥r = ∥FG∥r1,

∥f∥p =

(∫
E

|f |pdx
)1/p

=

(∫
E

|F |p/rdx
)1/p

= ∥F∥rp/r,

同样 ∥g∥q = ∥G∥rq/r. 因为 p/r 和 q/r 是共轭指标, 由 Hölder 不等式, ∥FG∥1 ≤ ∥F∥p/r + ∥G∥q/r
成立, 由此容易知道 ∥fg∥r ≤ ∥f∥p∥g∥q 成立.

6. 设 f ∈ L2((0,∞)) 且 f(x) ≥ 0(x ∈ (0,∞)). 令 F (x) =
∫ x

0
f(t)dt, 试证明

F (x) = o(
√
x) (x→ 0, x→ +∞)

Proof 根据 Cauchy-Schwarz 不等式, 我们有

|F (x)|√
x

≤
∫ x

0
|f(t)| dt
√
x

≤

√∫ x

0
|f(t)|2 dt ·

√
x

√
x

=

√∫ x

0

|f(t)|2 dt.

根据积分的绝对连续性, 上式在 x→ 0+ 时趋于 0.
因为 |f |2 ∈ L1, 所以对于任给的 ϵ > 0 存在 N 使得

∫∞
N

|f |2 < ϵ2/4. 对于 x > N , 我们有

1√
x

∫ x

0

|f(t)| dt = 1√
x

∫ N

0

|f(t)| dt+ 1√
x

∫ x

N

|f(t)| dt

≤ 1√
x

∫ N

0

|f(t)| dt+ 1√
x

(∫ x

N

|f(t)|2 dt
) 1

2

(x−N)
1
2

<
1√
x

∫ N

0

|f(t)| dt+ ϵ

2

上式第一项在 x 足够大时便小于 ϵ/2, 于是整个式子就小于 ϵ. 这就证明了 x→ +∞ 时的结论.

7. 设 f(x) 是 E 上的正值可测函数, 且 m(E) < +∞. 试求 f(x) 使乘积(∫
E

f(x)dx

)(∫
E

1

f(x)
dx

)
达到最小值.

Proof 根据 Cauchy-Schwarz 不等式, 有(∫
E

f(x)dx

)(∫
E

1

f(x)
dx

)
≥
(∫

E

dx

)2

= m(E)2

等号在 f(x) = c · 1
f(x) 时取到, c 为常数. 因此 f(x) 为常数时 (

∫
E
fdx)(

∫
E

1
f dx) 有最小值 m(E)2.

8. 试证明对 x ∈ R 有
4 sin2 x− x sin 2x ≤ 2x2.

Proof 根据 Cauchy-Schwarz 不等式, 有

x

∫ x

0

cos2 tdt ≥
(∫ x

0

cos tdt
)2

即

x

(
1

2
x+

1

4
sin 2x

)
≥ sin2 x

整理后就成为所求证的不等式.
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9. 设 f ∈ L2([0, 1]), 试证明存在 [0, 1] 上的递增函数 g(x), 使得对于任意的 [a, b] ⊂ [0, 1], 有∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣
2

≤ (g(b)− g(a))(b− a).

Proof 作 g(x) =
∫ x

0
|f(t)|2dt, 因为 f ∈ L2([0, 1] 所以 g(x) 在 [0, 1] 上单调上升且处处存在. 根据

Cauchy-Schwarz 不等式知 g(x) 是符合要求的.

10. 设 f ∈ L2([0, 1]) 且 ∥f∥2 ̸= 0. 令

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt, x ∈ [0, 1],

试证明 ∥F∥2 < ∥f∥2.

Proof

∥F∥2 =

(∫ 1

0

(∫ x

0

f(t)dt

)2
) 1

2

(Cauchy-Schwarz 不等式) ≤
(∫ 1

0

x

(∫ x

0

|f(t)|2dt
)
dx

) 1
2

≤
(∫ 1

0

x

(∫ 1

0

|f(t)|2dt
)
dx

) 1
2

= ∥f∥2
(∫ 1

0

xdx

) 1
2

< ∥f∥2

11. 设 {fn} ∈ L2([0, 1]) 且 {fn} 在 [0, 1] 上依测度收敛于 0. 若有 ∥fn∥2 ≤ 1(n = 1, 2, . . . ), 试证明

lim
n→∞

∫ 1

0

|fn(x)|dx = 0.

Proof 对于任给的 δ > 0, 记 En = E[|fn| > δ]. 则 m(En) → 0.∫ 1

0

|fn|dx =

∫
[0,1]\En

|fn|dx+

∫
En

|fn|dx

对于第一个积分, 它自然小于 δ; 对于第 2 个积分, 根据 Cauchy-Schwarz 不等式和 ∥f∥2 ≤ 1 不难
证明第 2 个积分的值 ≤

√
m(En) → 0. 所以

lim sup
n→∞

∫ 1

0

|fn(x)|dx ≤ δ.

那么根据 δ 的任意性, 就知

lim
n→∞

∫ 1

0

|fn(x)|dx = 0.

12. 设 2 ≤ p ≤ ∞, fi ∈ Lp(E)(i = 1, 2 . . . , k), 则∥∥∥∥∥∥
(

k∑
i=1

|fi|

) 1
2

∥∥∥∥∥∥
p

≤

(
k∑

i=1

∥fi∥2p

) 1
2
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Proof 本题有错. 特别的, 取 k = 1, p = 2, f1(x) = 1
4 , E = [0, 1]. 则左边 =

(∫ 1

0
1
2

2
dx
)1/2

= 1
2 , 右边

= ∥f1∥2 =
(∫ 1

0
( 14 )

2dx
)1/2

= 1
4 , 显然有左边 > 右边.

本题的两个修改办法是: 加上 fi(x) ≥ 1的条件;或者把所求证的不等式右边改为
(

k∑
i=1

∥∥∥ |fi| 12 ∥∥∥2
p

) 1
2

.

我们对第二种修改办法进行证明 (第一种是类似的). 我们把要证明的不等式改写成∥∥∥∥∥∥
(

k∑
i=1

|fi|

) 1
2

∥∥∥∥∥∥
2

p

≤
k∑

i=1

∥∥∥ |fi| 12 ∥∥∥2
p
.

这个只要注意到
∥∥∥f 1

2

∥∥∥2
p
= ∥f∥ p

2
并应用 Minkowski 不等式即可.

13. 设 1 ≤ p ≤ ∞, 若 fk ∈ Lp(E)(k = 1, 2, . . . ), 且级数
∞∑
k=1

fk(x)

在 E 上几乎处处收敛, 则 ∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

fk

∥∥∥∥∥
p

≤
∞∑
k=1

∥fk∥p.

Proof 因为 |
∑
fi(x)| ≤

∑
|fi(x)|, 所以假设 f(x) ≥ 0 没有任何损失. 这样, 根据 Minkowski 不等式可以

知道 ∥∥∥∥∥
n∑

i=1

fi(x)

∥∥∥∥∥
p

≤
n∑

i=1

∥fi(x)∥p

两边取极限, 对左边应用 Levi 非负渐升列定理, 就得到了要证的结论.

14. 设 f ∈ Lp(E)(p ≥ 1), e ∈ E 是可测子集, 则

{∫
E

|f(x)|pdx
} 1

p

≤
{∫

e

|f(x)|pdx
} 1

p

+

{∫
E\e

|f(x)|p
} 1

p

dx.

Proof

∥f∥p = ∥χe · f + χE\e · f∥p
(Minkowski 不等式) ≤ ∥χe · f∥p + ∥χE\e · f∥p

=

(∫
E

|χe · f |p
) 1

p

+

(∫
E

|χE\e · f |p
) 1

p

=

(∫
E

χe|f |p
) 1

p

+

(∫
E

χE\e|f |p
) 1

p

=

(∫
e

|f |p
) 1

p

+

(∫
E\e

|f |p
) 1

p

§6.2, Lp 空间的结构
(一) Lp(E) 是完备的距离空间, 思考题, page 299
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1. 若 fk ∈ Lp(E)(k = 1, 2, . . . ), p ≥ 1 且满足

∥fk+1 − fk∥p ≤ 1

2k
(k = 1, 2, . . . ),

试证明存在 f ∈ Lp(E) 使得
lim
k→∞

fk(x) = f(x), a.e. x ∈ E.

Proof 对于任给的 ε > 0, 存在 N 使 2−N < ε, 当 n > m > N 时,

∥fn − fm∥p ≤
n∑

i=m+1

∥fi − fi−1∥ ≤
n∑

i=m+1

1

2i−1
≤ 1

2m−1
< ε

所以 {fk} 是 Lp(E) 中的 Cauchy 列, 根据 Lp(E) 的完备性, 它几乎处处收敛于一个 f ∈ Lp(E).

2. {fk(x)} 是 E 上的可测函数列, F ∈ Lp(E)(p ≥ 1). 若有

|fk(x)| ≤ F (x) (k = 1, 2, . . . ),

lim
k→∞

fk(x) = f(x), a.e. x ∈ E

试证明 ∥fk − f∥p → 0(k → ∞).

Proof 令 gn = |fn − f |p, (n = 1, 2, . . . ), 则 gn 可测且 gn → 0. 又

gn ≤ (|fn|+ |f |)p ≤ 2pF p a.e. x ∈ E

而 2pF p ∈ L1(E), 所以根据 Lebesgue 控制收敛定理,

lim
n→∞

∫
E

gndx = 0

因此 ∥fk − f∥p → 0.

注: 本题是 Lp 控制收敛定理, 当 {fk} 依测度收敛于 f 时也是对的.

3. 设 1 ≤ p ≤ ∞, 1/p+ 1/p′ = 1, f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lp′
(Rn), 且令

F (x) =

∫
Rn

f(x− t)g(t)dt, x ∈ Rn,

试证明 F ∈ C(Rn).

Proof p <∞ 时,

|F (x+ h)− F (x)| =

∫
Rn

|f(x+ h− t)− f(x− t)||g(t)|dt

(Hölder 不等式) ≤
(∫

Rn

|f(x+ h− t)− f(x− t)|pdt
) 1

p
(∫

Rn

|g(t)|p
′
dt

) 1
p′

= ∥g∥p′

(∫
Rn

|f(y + t)− f(y)|pdy
) 1

p

→ 0 (h→ 0)

最后一步根据定理 6.9(p.302). 因此 F 连续.
当 p = ∞ 时, p′ = 1. 设 |f(x)| ≤M a.e.

|F (x+ h)− F (x)| =
∫
Rn

|f(x+ h− t)− f(x− t)||g(t)|dt

被积函数在 h → 0 时趋于 0, 且被积函数被 2M |g(t)| ∈ L1(E) 控制, 所以根据 Lebesgue 控制收敛
定理, h→ 0 时, |F (x+ h)− F (x)| → 0, F 连续.
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4. 设 fn ∈ L2(E)(n = 1, 2, . . . ), 且有 ∥fn∥2 ≤ M(n = 1, 2, . . . ), 若 {fn(x)} 在 E 上几乎处处收敛到
f(x), 试问有 ∥fn − f∥2 → 0(n→ ∞) 吗?

Solution 不一定. 取 E = [0, 1]. 作

fn(x) =

{
n2, x ∈ [0, 1

n2 ];
0, x ∈ ( 1

n2 , 1].

显然 fn(x) → f = 0 a.e. x ∈ [0, 1] 和 ∥fn∥2 = 1, 这不满足 ∥fn(x)− f∥2 → 0.

5. 试证明在 Lp([0, 1]) 的各等价类中,

(a) 每个类中之多含有一个连续函数,
(b) 存在不含连续函数的类.

Proof (a) 如果存在连续函数 f, g 且 f = g a.e. . 设 h = f − g, 则 f = 0, a.e. 且 h 连续. 如果存在某
个点 x0 使 h(x0) > 0 则 (根据连续性) 存在 x0 的一个临域 (x0 − δ, x0 + δ), h 在上面都不为
0. 这就和 h 几乎处处为 0 矛盾, 因此 f = 0 处处成立. 所以 f = g, 它们是同一个函数.

(b) 对于一个类, 含有 sgn (x− 1
2 ), 则这个类中不可能有连续函数. 参见 p.132 思考题 9 的证明.

6. 设 1 ≤ q ≤ p <∞, m(E) <∞. 若有

lim
k→∞

∫
E

|fk(x)− f(x)|pdx = 0,

试证明

lim
k→∞

∫
E

|fk(x)− f(x)|qdx = 0,

Proof 1
p
q

+
1
p

p−q

= 1, 由 Hölder 不等式得

∫
E

|fk(x)− f(x)|qdx =

(∫
E

|fk(x)− f(x)|q·
p
q dx

) q
p

·
(∫

E

1
p

p−q dx

) p−q
p

=

(∫
E

|fk(x)− f(x)|pdx
) q

p

· (m(E))
p−q
p → 0

7. 设 f ∈ Lp([a, b]), fk ∈ Lp([a, b])(k = 1, 2, . . . ). 若有

lim
k→∞

∥fk − f∥p = 0,

试证明

lim
k→∞

∫ x

a

fk(t)dt =

∫ x

a

f(t)dt, a ≤ x ≤ b.

Proof ∣∣∣∣∫ x

a

fk(t)dt−
∫ x

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|fk(t)− f(t)|dt

(Hölder 不等式) ≤ ∥fk − f∥p · (b− a)
p−1
p → 0 (k → ∞)

8. 设 f ∈ Lp(E), fk ∈ Lp(E)(k = 1, 2, . . . ); g ∈ Lq(E), gk ∈ Lq(E)(k = 1, 2, . . . ), 且有 p > 1,
1/p+ 1/q = 1. 若有

∥fk − f∥p → 0, ∥gk − g∥q → 0, (k → ∞),

试证明

lim
k→∞

∫
E

|fk(x)gk(x)− f(x)g(x)|dx = 0.
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Proof 对于 ϵ = 1, 存在 K 当 k > K 时 ∥fk − f∥p < 1, 所以 ∥fk∥p ≤ ∥fk − f∥p + ∥f∥p < 1 + ∥f∥p 对于
k > K 都成立. 由此知 {∥fk∥p} 有界, 设为 ∥fk∥p ≤M .∫

E

|fk(x)gk(x)− f(x)g(x)|dx

=

∫
E

|fk(x)gk(x)− fk(x)g(x) + fk(x)g(x)− f(x)g(x)|dx

≤
∫
E

|fk(x)||gk(x)− g(x)|dx+

∫
E

|fk(x)− f(x)||g(x)|dx

≤ ∥fk∥p∥gk − g∥q + ∥fk − f∥p∥g∥q (Hölder 不等式)
≤M∥gk − g∥q + ∥fk − f∥p∥g∥q → 0 (k → ∞)

(二) Lp(E)(1 ≤ p <∞) 是可分空间, 思考题, page 304

1. 设 1 < p <∞, fn ∈ Lp(R), ∥fn∥p ≤M(n = 1, 2, . . . ), f ∈ Lp(R), 且有

lim
n→∞

∫ x

0

fn(t)dt =

∫ x

0

f(t)dt, x ∈ R,

则对任意的 g ∈ Lq(R), 1/p+ 1/q = 1, 有

lim
n→∞

∫
R
fn(x)g(x)dx =

∫
R
f(x)g(x)dx.

Proof 从已知看出, 对任何区间 (a, b] 都有
∫ b

a
fn(x)dx →

∫ b

a
f(x)dx. 于是在一个有限区间 [a, b] 上, 当

g(x) 是阶梯函数时, 结论成立. 因为在有限区间上 g 可以用 Lq([a, b]) 上的阶梯函数 Lq 逼近, 容易
得到结论对一般的 g 在一个有限区间上也成立, 即有

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)g(x)dx =

∫ b

a

f(x)g(x)dx

对任意的区间 [a, b] 成立.
记 M ′ =M + ∥f∥p. 对于任给的 ε > 0, 因为 |g| ∈ Lq(R), 所以存在 A > 0 使得∫ +∞

A

|g|+
∫ −A

−∞
|g| < εq

(M ′)q
.

于是 ∫ +∞

A

|fn − f ||g|+
∫ −A

−∞
|fn − f ||g|

≤
(∫ +∞

A

|fn − f |p
) 1

p
(∫ +∞

A

|g|q
) 1

q

+

(∫ −A

−∞
|fn − f |p

) 1
p
(∫ −A

−∞
|g|q
) 1

q

< ∥fn − f∥p
(
εq

M ′q

) 1
q

≤ M ′ · ε

M ′ = ε

在 [−A,A] 上, n 充分大之后, 便有
∫ A

−A
(fn − f)g < ε,∣∣∣∣∫

R
fng −

∫
R
fg

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ A

−A

(fn − f)g +

∫
R\[−A,A]

(fn − f)g

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
∫ A

−A

(fn − f)g

∣∣∣∣∣+
∫
R\[−A,A]

|fn − f ||g|

< ε+ ε = 2ε

这说明
∫
R fng →

∫
R fg.
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2. L∞((0, 1)) 是不可分的.

Proof 设 φt = χ(0,t). 则 F = {φt : 0 < t < 1} 是不可数集. 设 Γ 在 L∞((0, 1)) 中稠密, 取 ε = 1
2 . 则对

于任意的 φt ∈ F 都存在 ft ∈ Γ 使 ∥φt − ft∥∞ < ε. 那么 ∥ft1 − ft2∥∞ ≥ ∥φt1 − φt2∥∞ − ∥φt1 −
ft1∥∞ − ∥φt2 − ft2∥∞ > 1− 2ε > 0(t ̸= s) 所以 ft1 与 ft2 不同, Γ 不可数. 这表明 L∞((0, 1)) 上不
存在可数的稠密子集.

§6.3, L2 空间
(一) 内积, 正交系, 思考题, page 306

1. 设 f, g ∈ L2(E) 则有 (平行四边形公式)

∥f + g∥2 + ∥f − g∥2 = 2(∥f∥2 + ∥g∥2).

Proof

∥f + g∥2 + ∥f − g∥2 = ⟨f + g, f + g⟩+ ⟨f − g, f − g⟩
= (⟨f, f⟩+ 2 ⟨f, g⟩+ ⟨g, g⟩) + (⟨f, f⟩ − 2 ⟨f, g⟩+ ⟨g, g⟩)
= 2(⟨f, f⟩+ ⟨g, g⟩)
= 2(∥f∥2 + ∥g∥2).

2. 设 ∥fn − f∥2 → 0, ∥gn − g∥2 → 0(n→ ∞), 则

| ⟨fn, gn⟩ − ⟨f, g⟩ | = 0 (n→ ∞).

Proof 按照 p.299 思考题第 8 题, {∥fn∥} 有界, 设为 M .

| ⟨fn, gn⟩ − ⟨f, g⟩ | = | ⟨fn, gn⟩ − ⟨fn, g⟩+ ⟨fn, g⟩ ⟨f, g⟩ |
= | ⟨fn, gn − g⟩+ ⟨fn − f, g⟩ |
≤ | ⟨fn, gn − g⟩ |+ | ⟨fn − f, g⟩ |
≤ ∥fn∥2∥gn − g∥2 + ∥fn − f∥2∥g∥2 (Schwartz 不等式)
≤ M∥gn − g∥2 + ∥fn − f∥2∥g∥2 → 0 (n→ ∞)

3. 设 ∥f∥2 = ∥g∥2 则 ⟨f + g, f − g⟩ = 0.

Proof ⟨f + g, f − g⟩ = ⟨f, f⟩ − ⟨f, g⟩+ ⟨g, f⟩ − ⟨g, g⟩ = ⟨f, f⟩ − ⟨g, g⟩ = ∥f∥2 − ∥g∥2 = 0.

4. 设 ∥fn∥2 → ∥f∥2, ⟨fn, f⟩ → ∥f∥22(n→ ∞), 则

∥fn − f∥2 → 0 (n→ ∞).

Proof ⟨fn − f, fn − f⟩ = ⟨fn, fn⟩ − 2 ⟨fn, f⟩ + ⟨f, f⟩ = ∥fn∥2 + ∥f∥2 − 2 ⟨fn, f⟩ → 0, n → ∞. 此即
∥fn − f∥22 → 0, 所以 ∥fn − f∥2 → 0.

(二) 广义 Fourier 系数, 思考题, page 314

1. {sinnx} 是 L2([0, π]) 中的完全正交系.

Proof 设有 f ∈ L2([0, π]) 与所有的 sinnx 正交. 我们作 [−π, π] 上的奇函数 g(x) 使 g(x) = f(x), x ∈
(0, π]. 因为 g(x) 是奇函数而 cosnx 都是偶函数, 所以 g(x) 与 cosnx 正交. 又 g(x) 与 sinnx 正
交, 所以 g(x) 与 [−π, π] 上的三角函数系 (完备的) 都正交, g(x) = 0 a.e. . 这说明 {sinnx} 是
L2([0, π]) 中的完全正交系.

2. 设 f ∈ L1([−π, π]), {φn(x)} 是 (−π, π] 的三角函数系. 若有∫ π

−π

f(x)φn(x)dx = 0 (n = 1, 2, . . . ),

则 f(x) = 0, a.e. x ∈ [−π, π].
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3. 设 {φi(x)} 是 L2(A) 上的完全标准正交系, {ψk(x)} 是 L2(B) 中的完全标准正交系, 则

{fi,k(x, y)} = {φi(x) · ψk(y)}

是 L2(A×B) 上的完全系.

4. 设 {φk(x)} 是 L2(E) 中标准正交系. 若 f ∈ L2(E), 则

lim
k→∞

∫
E

f(x)φk(x)dx = 0.

Proof
∫
E
f(x)φk(x)dx 就是 Fourier 系数 ck. 根据 Bessel 不等式 (定理 6.13),

∑
c2k ≤ ∥f∥22, 说明级数∑

c2k 收敛, 因此 c2k → 0, 所以 ck → 0, 当 k → ∞ 时.

5. 设 {φk} ⊂ L2([a, b]) 是完全标准正交系, f ∈ L2([a, b]), f(x) ∼
n∑

k=1

ckφk(x), 其中 ck = ⟨f, φk⟩, 则对

[a, b] 中的可测集 E 有 ∫
E

f(x)dx =

∞∑
k=1

ck

∫
E

φk(x)dx.

Proof 因为 E 可测所以 χE ∈ L2([a, b]).

⟨χE , f⟩ =
∫
[a,b]

χE(x)f(x)dx =

∫
E

f(x)dx.

另一方面, 根据习题六第一组题 15, 有

⟨χE , f⟩ =
∞∑
k=1

⟨f, φk⟩ ⟨χE , φk⟩ =
∞∑
k=1

ck

∫ b

a

χE(x)φk(x)dx =

∞∑
k=1

ck

∫
E

φk(x)dx.

结合这两个式子, 结论成立.
注: 本题指明了 f(x) 的广义 Fourier 级数可以逐项积分.

§6.5, 卷积, 思考题, p.325

1. 设 E ⊂ R 且 m(E) > 0. 若有
(x+ y)/2 ∈ E (x, y ∈ E)

则 E 含有一非空开集.

Proof 我们证明 E +E 含有一个开区间. 考虑卷积 f = χE ∗ χE , 则 f 是连续的, 故 G = {f > 0} 是开集.
我们证明 G ⊆ E +E. 设 x ∈ G, 若 x /∈ E +E, 则 E ∩ (x−E) = ∅, 于是 χE(t)χE(x− t) = 0 对于
所有 t 都成立, 则 f(x) = (χE ∗ χE)(x) = 0, 与 x ∈ G 矛盾. 因此 E + E 含有一个开区间. 题设表
明 E + E ⊆ 2E, 故 2E 也含有一个开区间, 所以 E 含有一个开区间.

2. 设 f ∈ Lp(0,∞), p > 1, 且 f(x) 在 (0,∞) 上非负递减, 则 fε(x) = ε−1f(x/ε)(ε > 0) 有

lim
ε→0

∫ +∞

a

fp
′

ε (x)dx = 0,
1

p
+

1

p′
= 1, a > 0.

(题目疑有误. 例如取 f(x) = x−2/p (x ≥ 1), 则 f ∈ L4 但 f ̸∈ L4/3.)

习题六, page 276
第一组

1. 设 f ∈ L∞(E), w(x) > 0 且
∫
E
w(x)dx = 1. 试证明

lim
p→∞

(∫
E

|f(x)|pw(x)dx
)1/p

= ∥f∥∞.
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Proof 设 ∥f∥∞ =M . 对于任意的 M ′ < M , A = {x ∈ E : |f(x)| > M ′} 不是零测度的.(∫
E

|f(x)|pw(x)dx
)1/p

≥M ′
(∫

A

w(x)dx

)1/p

,

因为 0 <
∫
A
w(x)dx ≤ 1 所以

(∫
A
w(x)dx

)1/p → 1 当 p→ ∞ 时. 这样就得到

lim inf
k→∞

(∫
E

|f(x)|pw(x)dx
)1/p

≥M ′.

因为 M ′ 可以任意的靠近 M , 所以

lim inf
k→∞

(∫
E

|f(x)|pw(x)dx
)1/p

≥M.

另一方面,

lim sup
k→∞

(∫
E

|f(x)|pw(x)dx
)1/p

≤M.

因此

lim
k→∞

(∫
E

|f(x)|pw(x)dx
)1/p

=M.

2. 设 g(x) 是 E ⊂ Rn 上的可测函数, 若对任意的 f ∈ L2(E), 有 ∥g · f∥2 ≤ M∥f∥2, 试证明
|g(x)| ≤M, a.e. x ∈ E.

Proof m(E) = 0 时是显然的.
如果 M = 0, 则 g · f 几乎处处为 0, 而 f 是任意的, 所以必有 g 几乎处处为 0. 结论成立. 下面设
M > 0 并记 A = {x ∈ E : |f(x)| > M}. 不妨设 m(A) <∞, 否则可以用 [−n, n] ∩A 代替 A.
如果结论不成立, 那么 m(A) > 0. 取 f = χA, 那么 ∥f∥2 =

√
m(A), ∥g · f∥2 > M

√
m(A),

这里不等号是严格的, 因为在 A 上 |f | > M 严格的成立及 A 的测度是正的. 所以已知成为
M
√
m(A) < M

√
m(A), 矛盾. 所以 m(A) = 0. 结论成立.

3. 设 f(x) 在 (0,∞) 上正值可积, 1 < r <∞, E ⊂ (0,∞) 且 m(E) > 0. 试证明(
1

m(E)

∫
E

f(x)dx

)−1

≤
(

1

m(E)

∫
E

1

fr(x)
dx

)1/r

Proof 注意到
m(E) =

∫
E

1dx =

∫
E

f
r

r+1 (x) · 1

f
r

r+1 (x)
dx

注意到共轭指标 r+1
r 和 r + 1, 应用 Hölder 不等式, 我们得到

m(E) ≤
(∫

E

f(x)dx

) r
r+1
(∫

E

1

fr(x)
dx

) 1
r+1

两边 r+1
r 次方, 就有

m(E)1+
1
r ≤

(∫
E

f(x)dx

)(∫
E

1

fr(x)
dx

) 1
r

整理就得所求证的不等式.

4. 设 f ∈ L2([0, 1]). 令

g(x) =

∫ 1

0

f(t)

|x− t|1/2
dt, 0 < x < 1,

试证明 (∫ 1

0

g2(x)dx

)1/2

≤ 2
√
2

(∫ 1

0

f2(x)dx

)1/2

.
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Proof 注意到 ∫ 1

0

dt√
|x− t|

= 2(
√
x+

√
1− x) ≤ 2

√
2.

那么

g2(x) =

(∫ 1

0

f(t)

|x− t|1/2
dt

)2

=

(∫ 1

0

f(t)

|x− t|1/4
· 1

|x− t|1/4
dt

)2

≤
(∫ 1

0

f2(t)

|x− t|1/2
dt

)(∫ 1

0

dt√
|x− t|

)
(Schwartz 不等式)

≤ 2
√
2

(∫ 1

0

f2(t)

|x− t|1/2
dt

)
两边从 0 到 1 积分,(∫ 1

0

g2(x)dx

)1/2

≤ (2
√
2)1/2

(∫ 1

0

∫ 1

0

f2(t)

|x− t|1/2
dtdx

)1/2

= (2
√
2)1/2

(∫ 1

0

∫ 1

0

f2(t)

|x− t|1/2
dxdt

)1/2

(Fubini 定理)

= (2
√
2)1/2

(∫ 1

0

f2(t)

∫ 1

0

dx

|x− t|1/2
dt

)1/2

≤ (2
√
2)1/2(2

√
2)1/2

(∫ 1

0

f2(t)dt

)1/2

= 2
√
2

(∫ 1

0

f2(t)dt

)1/2

5. 试证明
∫ π

0

(f(x)− sinx)2dx ≤ 4

9
和

∫ π

0

(f(x)− cosx)2dx ≤ 1

9
不能同时成立.

Proof 如果两个式子都成立, 就是说 ∥f(x)− sinx∥2 ≤ 2
3 和 ∥f(x)− cosx∥2 ≤ 1

3 . 那么 ∥ sinx− cosx∥2 <
∥f(x)− sinx∥2 + ∥f(x)− cosx∥2 = 1. 但实际上,

∥ sinx− cosx∥2 =

(∫ π

0

(sinx− cosx)2dx
)1/2

=
√
π,

这就导出矛盾. 因此那两个式子不能同时成立.

6. 设 f ∈ Lp(R)(p > 1), 1/p+ 1/p′ = 1. 令

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt, x ∈ R,

试证明 |F (x+ h)− F (x)| = o(|h|1/p′
), h→ 0.

Proof

|F (x+ h)− F (x)| =

∣∣∣∣∣
∫ x+h

x

f(t)dt

∣∣∣∣∣
≤

∫ x+h

x

|f(t)|dt

≤

(∫ x+h

x

|f(t)|pdt

)1/p

|h|1/p
′

(Hölder 不等式)
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所以

lim
h→0

|F (x+ h)− F (x)|
|h|1/p′ = lim

h→0

(∫ x+h

x

|f(t)|pdt

)1/p

= 0,

最后一步是因为 f ∈ Lp(R) 和积分连续性.

7. 设 m(Ek) > 0(k = 1, 2, . . . ), 且 m(Ek) → 0(k → ∞),

gk(x) = χEk
(x)/m(Ek)

1/q,
1

p
+

1

q
= 1, p > 1,

试证明对 f ∈ Lp(Rn) 有

lim
k→∞

∫
Rn

gk(x)f(x)dx = 0

Proof 根据 Hölder 不等式,∫
Rn

|gk(x)f(x)|dx =
1

m(Ek)1/q

∫
Rn

χEk
(x)|f(x)|dx

=
1

m(Ek)1/q

∫
Ek

|f(x)| · 1dx

≤ 1

m(Ek)1/q

(∫
Ek

|f(x)|pdx
) 1

p
(∫

Ek

1qdx

) 1
q

=

(∫
Ek

|f(x)|p
) 1

p

估计积分的绝对连续性, k → ∞ 时
(∫

Ek
|f(x)|p

) 1
p → 0.

8. 设 f, g ∈ L3(E), 且有

∥f∥3 = ∥g∥3 =

∫
E

f2(x)g(x)dx = 1,

试证明 g(x) = |f(x)|, a.e. x ∈ E.

Proof 注意到 3 和 3
2 是共轭指标, 所以根据 Hölder 不等式,

1 =

∫
E

f2(x)g(x)dx ≤
(∫

E

f3(x)dx

)2/3(∫
E

g3(x)dx

)1/3

= 1

因此 Hölder 不等式中等号成立. 因此存在 C > 0 使 C|f2| 32 = |g|3 即 C|f |3 = |g|3 几乎处处成立.
因为 ∥f∥3 = ∥g∥3 所以 C = 1. 那么 |f | = |g| a.e. x ∈ E. 再注意到∫

E

f2(x)(|g(x)| − g(x))dx =

∫
E

|f2(x)|g(x)dx−
∫
E

f2(x)g(x)dx =

∫
E

|f(x)|3dx− 1 = 0

而 f2(|g| − g) ≥ 0, 所以它几乎处处为 0, 因为 ∥f∥3 = 1 所以 f 不几乎处处为 0, 因此 |g(x)| =
g(x) a.e. x ∈ E.

9. 设 f1(y, z), f2(y, z), f3(x, y) 是 R2 上非负可测函数, 且记

I1 =

∫
R2

f21 (y, z)dydz; I2 =

∫
R2

f22 (x, z)dxdz; I3 =

∫
R2

f23 (x, y)dxdy.

令 F (x, y, z) = f1(y, z)f2(x, z)f3(x, y), 试证明∫
R3

F (x, y, z)dxdydz ≤ (I1I2I3)
1/2.
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Proof 反复应用 Cauchy-Schwarz 不等式,∫
f1f2f3dxdydz =

∫
f1

(∫
f2f3dx

)
dydz

≤
∫
f1

(∫
f22 dx ·

∫
f23 dx

)1/2

dydz

≤
(∫

f21 dydz

)1/2(∫ (∫
f22 dx ·

∫
f23 dx

)
dydz

)1/2

=

(∫
f21 dydz

)1/2(∫
f22 dxdz ·

∫
f23 dxdy

)1/2

= (I1I2I3)
1/2.

因为被积函数均非负, 过程中的积分次序交换之合法性依 Tonelli 定理.

10. 设 f ∈ Lp(R)(1 ≤ p <∞). 令 fh(x) = f(x+ h). 若 r, s > 0 且 r + s = p, 试证明

lim
|h|→∞

∥frh · fs∥1 = 0.

Proof 具有紧支集的可积函数在 L1 内稠密. 我们作分解 f = f1 + f2, f1 具有紧支集, ∥f2∥1 < ϵ, 并且
f1, f2 的支集不相交. 这样, 我们同时有 fr = fr1 + fr2 成立.

frh · fs = (grh + brh)(g
s + bs) = grh · gs + brh · gs + grh · bs + brh · bs.

∥grh · gs∥1 在 |h| 充分大后必然是 0. 对其余三项应用 Hölder 不等式,

∥f2rh · fs1∥1 ≤ ∥f2∥
r
p

1 ∥f1∥
s
p

1 ≤ ϵ
r
p ∥f∥

s
p

1 .

∥f1rh · fs2∥1 ≤ ∥f1∥
r
p

1 ∥f2∥
s
p

1 ≤ ϵ
s
p ∥f∥

r
p

1 .

∥f2rh · fs2∥1 ≤ ∥f2∥
r
p

1 ∥f2∥
s
p

1 ≤ ϵ.

它们可以任意的小. 所以 lim sup
|h|→∞

∥frh · fs∥1 也可以任意的小. 这就证明了结论.

11. 设 fn ∈ AC([0, 1]), 且 fn(0) = 0(n = 1, 2, . . . ). 若 {f ′n} 是 L1((0, 1]) 中 Cauchy 列, 试证明存在
f ∈ AC([0, 1]) 使得 fn(x) 在 [0, 1] 上一致收敛于 f(x).

Proof 因为 {f ′n} 是 L1-Cauchy 列, 所以存在 g ∈ L1((0, 1]) 使得 lim
n→∞

∫ 1

0
|f ′n(x) − g(x)|dx = 0. 取

f(x) =
∫ x

0
g(t)dt, 则 f 绝对连续. 下面证明 {fn} 一致收敛于 f . 因为 fn 绝对连续, 所以

fn(x) = fn(0) +
∫ x

0
f ′n(x)dx =

∫ x

0
f ′n(x)dx. 我们有

|fn − f | =
∣∣∣∣∫ x

0

f ′n(t)dt−
∫ x

0

g(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

0

|f ′n(t)− g(t)|dt ≤
∫ 1

0

|f ′n(t)− g(t)|dt→ 0,

说明这个收敛是一致的.

12. 设在 E ⊂ R 上有 ∥fn − f∥1 → 0, ∥gn − g∥1 → 0, n→ ∞. 若 fn ∈ L∞(E), ∥fn∥∞ ≤M , 试证明

∥fngn − fg∥1 → 0, n→ ∞.

Proof 本题和 p.188 思考题 7 相同.

13. 设 fk ∈ Lp([a, b])(1 ≤ p ≤ ∞) 且
∞∑
k=1

∥fk∥p <∞. 试证明存在 f ∈ Lp([a, b]) 使得

(a)
∞∑
k=1

fk(x) = f(x), a.e. x ∈ [a, b];
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(b)
N∑

k=1

fk(x) 依 Lp([a, b]) 意义收敛于 f(x).

Proof 对于任意的 ϵ > 0, 存在 N 使
∞∑

k=N+1

∥fk∥p < ϵ. 于是对于任意的 n > m ≥ N ,

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

fk(x)−
m∑

k=1

fk(x)

∥∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

fk(x)

∥∥∥∥∥
p

≤
n∑

k=m+1

∥fk∥p < ϵ

这说明
∑
fk 是 Lp([a, b]) 上的 Cauchy 列, 因此依 Lp 意义收敛于上面的一个 f .

于是
∑
fk 也是依测度收敛到 f 的. 如果 fk ≥ 0, 那么

∑
fk 单调上升, 那么

∑
fk 是几乎处处收敛

到 f 的 (参考 p.143 思考题 6). 下面我们考虑一般的 fk, 令 gk = |fk|, 则
∑

∥gk∥p =
∑

∥fk∥p <∞
仍然成立. 根据第一段的讨论, gk 几乎处处收敛到某一个 g. 这说明

∑
|fk| 是几乎处处收敛的.

当然,
∑
fk 更是几乎处处收敛的. 而它已有一个子列收敛到 f(因为

∑
fk 依测度收敛到 f), 因此∑

fk 就是几乎处处收敛到 f .

14. 设 f ∈ Lp(E), fk ∈ Lp(E) (k=1,2,…). 若 ∥fk − f∥p < 4−k/p(k = 1, 2, . . . ), 试证明对任给的 δ > 0,
存在 Eδ ⊂ E, m(Eδ) < δ 使 fk(x) 在 E \ Eδ 上一致收敛于 f(x).

Proof 考虑 Ek = {x ∈ E : |fk(x) − f(x)|p > 2−k}. 则
∫
E
|fk − f |pdx > 2−km(Ek), 另一方面,

∫
E
|fk −

f |pdx = ∥fk − f∥pp < 4−k, 所以 m(Ek) < 2−k. 对于任给的 δ > 0 总存在 N 使 2−N < δ. 于是令

Eδ =
∞⋃

i=N+1

Ei, 则 m(Eδ) ≤
∞∑

i=N+1

2−i = 2−N < δ. 对于任给的 ε > 0, 总存在 K 使 2−K/p < ε. 对

所有的 k > K 和 x /∈ Eδ, |fk(x) − f(x)| < 2−k/p < 2−K/p < ε, 说明 {fk(x)} 一致收敛到 f(x) 在
E \ Eδ 上.

15. 设 {φk} ⊂ L2(E) 是完全标准正交系, 试证明对 f, g ∈ L2(E) 有

⟨f, g⟩ =
∞∑
k=1

⟨f, φk⟩ ⟨g, φk⟩ .

Proof 根据定理 6.15, 当 {φk} 完备时, Bessel 不等式 (定理 6.13) 的等号取到 (称之为 Parseval 等式), 即

∥f∥22 =

∞∑
k=1

| ⟨f, φk⟩ |2.

再注意到

⟨f, g⟩ = 1

4
(∥f + g∥22 − ∥f − g∥22),

所以

⟨f, g⟩ =
1

4

( ∞∑
k=1

| ⟨f + g, φk⟩ |2 −
∞∑
k=1

| ⟨f − g, φk⟩ |2
)

=
1

4

( ∞∑
k=1

⟨(f + g) + (f − g), φk⟩ · ⟨(f + g)− (f − g), φk⟩

)

=

∞∑
k=1

⟨f, φk⟩ ⟨g, φk⟩ .

16. 设 {φn} 是 L2([a, b]) 中的完全标准正交系. 若 {ψn} 是 L2([a, b]) 中满足

∞∑
n=1

∫ b

a

(φn(x)− ψn(x))
2dx < 1

的正交系. 试证明 {ψn} 是 L2([a, b]) 中的完全标准正交系.
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Proof 设 L2([a, b])中有 f 与 ψn 都正交. 所以 ⟨f, φn⟩ = ⟨f, φn − ψn⟩. 根据 Schwartz不等式, | ⟨f, φn⟩ |2 ≤
∥f∥2∥φn − ψn∥2. 两边对 n 求和, 左边根据 Parseval 恒等式 (因为 {φn} 完备) 是 ∥f∥22, 而右边
< ∥f∥22, 如果 ∥f∥2 ̸= 0. 这就发生矛盾. 因此 ∥f∥2 = 0 说明 f 几乎处处为 0. 这意味着 {ψn} 完备.

17. 设 {φk} ⊂ L2(E) 是标准正交系, 且有 Φ ∈ L2(E) 使得 |φk| ≤ |Φ|, a.e. x ∈ E. 若
∞∑
k=1

akφk(x) 几

乎处处收敛, 试证明 ak → 0(k → ∞).

Proof 因为 Φ ∈ L2(E), 根据积分绝对连续性, 对于任意的 ε > 0, 存在 δ > 0 只要 m(e) < δ 就有∫
e
Φ2dx < ε.

对于这个 δ, 根据 Egorov 定理, 存在 Eδ ⊂ E 使 m(E \Eδ) < δ 且
∞∑
k=1

akφk 在 Eδ 上一致收敛. 这

说明 akφk 在 Eδ 上一致的趋于 0, k → ∞ 时.
所以 k 充分大后, |akφk| < ε′ 都成立. 因此∣∣∣∣∫

Eδ

a2kφ
2
kdx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Eδ

ε′2dx ≤ ε′2m(Eδ)

所以

lim
k→∞

a2k

∫
Eδ

φ2
k(x)dx = 0.

再结合 ∫
Eδ

φ2
kdx =

∫
E

φ2
kdx−

∫
E\Eδ

φ2
kdx ≥ 1−

∫
E\Eδ

Φ2dx > 1− ε.

便知 lim
k→∞

ak = 0.

第二组

1. 设 1 < p <∞, 令

F =

{
f ∈ L([0, 1]) :

∫ 1

0

|f(x)|dx = 1,

∫ 1

0

|f(x)|pdx = 2

}
,

试证明对 0 < ε < 1, 存在 δ > 0, 使得

m({x ∈ [0, 1] : |f(x)| > ε}) ≥ δ, f ∈ F

Proof 记 Ef = {x ∈ [0, 1] : |f(x)| > ε}, 我们有∫
Ef

|f(x)|dx > 1− ε(1−m(Ef )),

更多地, 从 Hölder 不等式,∫
Ef

|f(x)|dx =

∫
Ef

1 · f(x)dx ≤ m(Ef )
1/q∥f∥p ≤ 2m(Ef )

1/q,

这里 q 是 p 的共轭指标. 所以我们有 1 − ε(1 −m(Ef )) < 2m(Ef )
1/q, 就得到 1 − ε < 2m(Ef )

1/q,
或者

m(Ef ) >

(
1− ε

2

)q

.

把右边取做 δ 即可.

2. 设 p, q, r 是正数, 0 < t < 1/(p+ q + r). 试证明∫ 2

0

dx

(xp|x− 1|q|x− 2|r)t
<∞.
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Proof 设 s = pt+ qt+ rt, 则 1
s/pt +

1
s/qt +

1
s/rt = 1

根据推广的 Hölder 不等式, 有∫ 2

0

dx

(xp|x− 1|q|x− 2|r)t
=

∫ 2

0

dx

xpt|x− 1|qt|x− 2|rt

≤
(∫ 2

0

dx

xs

) pt
s
(∫ 2

0

dx

|x− 1|s

) qt
s
(∫ 2

0

dx

|x− 2|s

) rt
s

因为 s < 1, 所以上面三个积分都是收敛的.

3. 设 f ∈ L∞(E), m(E) <∞, 且 ∥f∥∞ > 0, 试证明

lim
n→∞

∥f∥n+1
n+1

∥f∥nn
= ∥f∥∞.

Proof
∥f∥n+1

n+1 =

∫
E

|f |n+1dx =

∫
E

|f |n|f |dx ≤ ∥f∥∞∥f∥nn

所以

lim sup
n→∞

∥f∥n+1
n+1

∥f∥nn
≤ ∥f∥∞.

另一方面, 注意到 n+1
n 和 (n+ 1) 是共轭指标, 由 Hölder 不等式, 有

∥f∥nn =

∫
E

|f |n · 1dx ≤
(∫

E

|f |n+1

) n
n+1

(∫
E

1dx

) 1
n+1

= ∥f∥nn+1 ·m(E)
1

n+1

所以
∥f∥n+1

n+1

∥f∥nn
≥

∥f∥n+1
n+1

∥f∥nn+1 ·m(E)
1

n+1

=
∥f∥n+1

m(E)
1

n+1

,

就有

lim inf
n→∞

∥f∥n+1
n+1

∥f∥nn
≥ lim

n→∞

∥f∥n+1

m(E)
1

n+1

= ∥f∥∞.

结合这两者就可以得到

lim
n→∞

∥f∥n+1
n+1

∥f∥nn
= ∥f∥∞.

4. 设 f(x) 定义在 (−∞,∞) 上, 且对任意的 [−A,A](A > 0) 上绝对连续. 若下列积分均存在, 试证明∫ +∞

−∞
xf2(x)dx ≤ 2

(∫ +∞

−∞
|xf(x)|2dx

)1/2(∫ +∞

−∞
|f ′(x)|2dx

)1/2

.

Proof. 题目有误. 取 f(x) = exp(−β(x− n)2), 则

I1 :=

∫ ∞

−∞
xf2(x)dx =

n√
β

√
π

2
,

I2 :=

∫ ∞

−∞
x2f2(x)dx =

(
n2√
β
+

1

4β3/2

)√
π

2
,

I3 :=

∫ ∞

−∞
(f ′(x))2dx =

√
π

2

√
β.
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那么 I1 ≤ 2
√
I2I3 就等价于

n2

β
≤ 4

(
n2√
β
+

1

4β3/2

)
β = 4

(
n2
√
β +

1

4
√
β

)
.

该式在 n 很大和 β 很小的时候显然不成立.

一种修正是将不等式左边的被积函数改为 f2(x), 即证明 (假设各个积分都存在)∫ +∞

−∞
f2(x)dx ≤ 2

(∫ +∞

−∞
|xf(x)|2dx

)1/2(∫ +∞

−∞
|f ′(x)|2dx

)1/2

.

应用 Cauchy-Schwarz 不等式, 只需证明∫ ∞

−∞
f2(x)dx ≤ 2

∫ ∞

−∞
|xf(x)f ′(x)|dx. (1)

首先考虑具有紧支集的 f . 通过分部积分可以得到∫ A

−A

f2(x)dx = xf2(x)
∣∣∣A
x=−A

− 2

∫ A

−A

xf(x)f ′(x)dx.

取充分大的 A 后就得到 (1).
下面考虑一般的 f . 取 ϕ 为一光滑函数满足 0 ≤ ϕ ≤ 1, 且

ϕ(x) =

{
1, |x| ≤ 1/2

0, |x| > 1.

定义函数 ϕA(x) = ϕ(x/A) 及 fA(x) = f(x)ϕA(x), 那么 fA 具有紧支集, 且在 A → +∞ 时处处收
敛于 f 且 fA ≤ f . 据前所证, 我们有∫ ∞

−∞
f2A(x)dx ≤ 2

∫ ∞

−∞
|xfA(x)f ′A(x)|dx (2)

我们计算

f ′A(x) = f ′(x)ϕA(x) + f(x)ϕ′A(x) = f ′(x)ϕA(x) +
f(x)ϕ′(x/A)

A

故

|f ′A(x)| ≤ |f ′(x)|+ |f(x)| |ϕ′(x/A)|
A

≤ |f ′(x)|+ C|f(x)|
A

,

其中 C 为常数.
在(2)的左边取 A→ ∞, 根据 Lebesgue 控制收敛定理, 得到

∫∞
−∞ f2(x)dx. 对于(2)的右边, 我们有∫ ∞

−∞
|xfA(x)f ′A(x)|dx ≤

∫ ∞

−∞
|xfA(x)f ′A(x)|dx

≤
∫ ∞

−∞
|xfA(x)f ′(x)|dx+

∫ ∞

−∞

|xfA(x)f(x)|
A

dx

≤
∫ ∞

−∞
|xfA(x)f ′(x)|dx+

∫ ∞

−∞

|xf2(x)|
A

dx

≤
∫ ∞

−∞
|xf(x)f ′(x)|dx+

1

A

(∫ ∞

−∞
x2f2(x)dx

) 1
2
(∫ ∞

−∞
f2(x)dx

) 1
2

在 A→ ∞ 时, 上式最右边的第二项趋于 0 (两个积分依题设都存在). 这样就从 (2) 得到了 (1).

17



5. 设 fn ∈ Lp(R)(1 < p <∞) 且 fn(x) ≥ 0(n = 1, 2, . . . ), 则

∥fn − f∥p → 0 (n→ ∞)

当且仅当
∥fpn − fp∥1 → 0 (n→ ∞).

Proof ∥fn∥p ≤ ∥fn − f∥p + ∥f∥p, 所以 {∥fk∥p} 有界, 设 M 满足 ∥fk∥p ≤M 和 ∥f∥p ≤M.

当: 对于 a, b ≥ 0 和 p ≥ 1 我们有 |ap − bp| ≥ |a − b|p, 所以 |fpn − fp| ≥ |fn − f |p. 由此易得
∥fn − f∥p ≤ ∥fpn − fp∥1/p1 → 0.
仅当: 对于 a, b ≥ 0 和 p ≥ 1 我们有 |ap − bp| ≤ p|a− b|(ap−1 + bp−1), 所以我们得到

∥fpn − fp∥1 ≤ p∥|fn − f |fp−1
n ∥1 + p∥|fn − f |fp−1∥1

≤ p∥fn − f∥p∥fn∥p−1
p + p∥fn − f∥p∥f∥p−1

p

≤ 2pMp−1∥fn − f∥p → 0.

6. 设对任意的 ε > 0, f(x) 在 [ε, 1] 上绝对连续, 且有∫ 1

0

x|f ′(x)|pdx <∞ (p > 2),

试证明存在极限 limx→0 f(x).

Proof 设 p的共轭指标为 q,则 q < 2且 1− q
p = 2−q, 2

q −1 = 1− 2
p . 因此对于任给的 ε > 0,取 δ = ε

1

1− 2
p .

对于任意的 x′, x′′ ∈ (0, δ), 设 x′ < x′′ 则 (应用 Hölder 不等式)

|f(x′′)− f(x′)| ≤
∫ x′′

x′
x−1/px1/p|f ′(x)|dx

≤

(∫ x′′

x′
x−q/pdx

)1/q (∫ x′′

x′
x|f ′(x)|pdx

)1/p

≤

(
x′′1−

q
p − x′1−

q
p

1− q
p

)1/q (∫ 1

0

x|f ′(x)|pdx
)1/p

≤ Cx′′
2−q
q = Cx′′1−

2
p

< Cδ1−
2
p = Cε

这里 C 是一个与 δ 无关的常数. 根据极限存在的 Cauchy 准则, 我们知道 lim
x→0

f(x) 存在.

7. 设 0 < p, q <∞, 试证明 Lp(E) · Lq(E) = Lpq/(p+q)(E), 其中

Lp(E) · Lq(E) = {f · g : f ∈ Lp(E), g ∈ Lq(E)}.

Proof 根据 p.293 思考题 5, 我们有 Lp(E) · Lq(E) ⊂ Lpq/(p+q)(E).
对于 h ∈ Lpq/(p+q)(E), 作 f = h

q
p+q 和 g = h

p
p+q 则 h = f · g, 且 f ∈ Lp(E) 和 g ∈ Lq(E). 这说明

Lpq/(p+q)(E) ⊂ Lp(E) · Lq(E).
结合这两点, 我们知道 Lp(E) · Lq(E) = Lpq/(p+q)(E).

8. 设 f, g 是 E 上的非负可测函数, 1 ≤ p, q <∞, 1 ≤ r ≤ ∞, 1

r
=

1

p
+

1

q
− 1. 试证明

∫
E

f(x)g(x)dx ≤ ∥f∥1−p/r
p ∥g∥1−q/r

q

(∫
E

fp(x)gq(x)dx

)1/r

.
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Proof r = ∞ 时就是 Hölder 不等式. 下面设 r < ∞. 因为 q > 1, 所以 1/r ≤ 1/p 和 r ≥ p. 类似的也有
r ≥ q. 那么 1

pr
r−p

+
1
qr
r−q

+
1

r
= 1. 根据推广的 Hölder 不等式,

∫
E

f(x)g(x)dx =

∫
E

f
r−p
r (x) · gr−qqr(x)dx · f

p
r (x)g

q
r (x)dx

≤
(∫

E

f(x)pdx

) r−p
pr
(∫

E

g(x)qdx

) r−q
qr
(∫

E

fp(x)gp(x)dx

) 1
r

= ∥f∥1−
p
r

p ∥g∥1−
q
r

q

(∫
E

fp(x)gp(x)dx

) 1
r

.

9. 设 f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lq(Rn), 1 ≤ p, q <∞, 1/p+1/q− 1 > 0. 令 h(x) =
∫
Rn f(t)g(x− t)dt, 试证明

∥h∥r ≤ ∥f∥p∥g∥q,
1

r
=

1

p
+

1

q
− 1.

Proof 首先必有 r ≥ 1. 根据上题的结论, 有∫
Rn

|h|rdt ≤
(∫

Rn

|f(t)g(x− t)|dt
)r

≤

(
∥f∥1−p/r

p ∥f∥1−q/r
q

(∫
E

|f(t)|p|g(x− t)|qdt
)1/r

)r

所以

∥h∥r =

(∫
Rn

|h|rdt
)1/r

≤ ∥f∥1−p/r
p ∥f∥1−q/r

q

(∫
Rn

|f(t)|p|g(x− t)|qdt
)1/r

因此只要再证明 (∫
E

|f(t)|p|g(x− t)|qdt
)1/r

≤ ∥f∥p/rp ∥g∥q/rq

即 ∫
Rn

|f(t)|p|g(x− t)|qdt ≤
(∫

Rn

|f(t)|pdx
)(∫

Rn

|g(x− t)|qdx
)

根据 p.215 定理 4.34, 这是成立的.

10. 设 E = {(x, y) : 0 ≤ |x| ≤ y ≤ 1}. 若 f2 ∈ L2(E), 试证明

lim inf
y→0

∫ y

−y

|f(x, y)|dx = 0.

Proof 记 F (y) =
∫ y

−y
|f(x, y)|2dx, 那么 (根据 Fubini 定理)

∫
E
|f(x, y)|2dx =

∫ 1

0
F (y)dy. 应用 Cauchy 不

等式, ∫ y

−y

|f(x, y)|dx ≤
√

2yF (y).

我们只要证明 lim inf
y→0+

yF (y) = 0 就够了. 若不然,

lim inf
y→0+

yF (y) = lim
y→0+

inf
(0,y)

yF (y) = 2ε > 0,

所以存在 δ 当 0 < y < δ 时, yF (y) > ε. 这样, F (y) > ε/y, 导致 F (y) 不可积, 矛盾. 因此
lim inf
y→0

yF (y) = 0 成立.

11. 设 fk ∈ Lp(R)(k = 1, 2, . . . , 1 < p < ∞), 且非负. 试证明 ∥fk − f∥p → 0(k → ∞) 当且仅当
∥fpk − fp∥1 → 0(k → ∞).

19



Proof 本题同第 5 题.

12. 设 0 < p0 < q0 <∞, 若 Lp0(E) ⊂ Lq0(E), 试证明对 0 < p < q, 有 Lp(E) ⊂ Lq(E).

Proof 我们只要证明 f 在 E 上总是有界的即可. 用反证法. 记 En = {x ∈ E : |f(x)| > n} 则 m(En) > 0
且 m(Em) 单调下降的趋于 0. 所以存在 {nk}, {mk} 使得

1

(mk + 1)α
≤ m(Enk−1

\ Enk
) <

1

mα
k

, α =
3

2

q0
q0 − p0

作函数

g(x) =

{
mβ

k , x ∈ Enk−1
\ Enk

0, otherwise. , β =
3

2

1

q0 − p0

我们有 ∫
E

|g(x)|p0dx =

∞∑
k=1

mp0β
k

mα
k

=

∞∑
k=1

1

m
3
2

k

<∞

说明 f ∈ Lp0(E). 但是 ∫
E

|g(x)|q0dx =

∞∑
k=1

mq0β
k

mα
k

= +∞

说明 f /∈ Lp0(E). 这与已知矛盾. 因此 E 上的 f 都是有界的.

13. 设 f ∈ L2(R), g ∈ L2(R), 令

fh(x) = (f(x+ h)− f(x))/h, (h ̸= 0).

若有

lim
h→0

∫
R
|fh(x)− g(x)|2dx = 0,

试证明存在常数 c, 使得
f(x) =

∫ x

0

g(t)dt+ c, a.e. x ∈ R.

Proof 因为 f ∈ L2(R)和 g ∈ L2(R)所以 f, g在任意的有限区间上是 (L1)可积的. 所以 limh→0
1
h

∫ x+h

x
f(t)dt

几乎处处存在的等于 f(x). 设 limh→0
1
h

∫ a+h

a
f(t)dt = f(a).

考虑极限

lim
h→0

∫ x

a

(fh(t)− g(t))dt.

根据 Schwartz 不等式,∫ x

a

(fh(x)− g(t))dt ≤
(
|x− a|

∫ x

a

(fh(x)− g(t))2dt

)1/2

≤
√

|x− a|
(∫

R
|fh(x)− g(x)|2dx

)1/2

→ 0 (h→ 0)

因此

lim
h→0

∫ x

a

(fh(t)− g(t))dt = 0.

lim
h→0

∫ x

a

fh(t)dt =

∫ x

a

g(t)dt.

左边就是

lim
h→0

1

h

(∫ x+h

x

f(t)dt−
∫ a+h

a

f(t)dt

)
,
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它几乎处处存在的等于 f(x)− f(a). 因此

f(x)− f(a) =

∫ x

a

g(t)dt a.e. x ∈ R.

于是

f(x) =

∫ x

0

g(t)dt+

(
f(a)−

∫ a

0

g(t)dt

)
a.e. x ∈ R.

14. 设 fk ∈ L1(E)∩L∞(E)(k = 1, 2, . . . ), f ∈ L1(E). 若 sup
k≥1

{∥fk∥∞} <∞,且 ∥fk−f∥1 → 0(k → ∞),

试证明
∥fk − f∥p → 0 (k → ∞, p > 1).

Proof 设 supk ∥fk∥∞ =M . 我们先证明 f 几乎处处有界. 若不然, 设 |f | > M 在一个正测集 A 上. 那么,
因为 |fk| ≤M a.e., 就有

∫
A
|fk − f |dx ≥

∫
A
(|f | −M)dx > 0 与 {fk} 按 L1(E) 收敛于 f 矛盾. 于

是我们有 |f | ≤M 几乎处处成立, 所以 |fk − f | ≤ 2M 也是. 因此,∫
E

|fk − f |pdx =

∫
E

|fk − f |p−1|fk − f |dx ≤ (2M)p−1

∫
E

|fk − f |dx→ 0, f → ∞.

15. 设 ∥fk∥p ≤M(k = 1, 2, . . . ), 2 < p <∞. 若有

lim
k→∞

∥fk − f∥p/2 = 0,

试证明
lim
k→∞

∥fk − f∥2 = 0.

Proof 把 2 拆成 2 = 2λ+ 2(1− λ) 且使得

2λ
p
2

+
2(1− λ)

p
= 1

解出 λ = p
2 − 1 > 0. 于是根据 Hölder 不等式,∫

E

|fk − f |2dx =

∫
E

|fk − f |2λ · |fk − f |2(1−λ)dx

≤
(∫

E

|fk − f |
p
2 dx

) 4λ
p
(∫

E

|fk − f |pdx
) 2(1−λ)

p

≤ (2M)
2(1−λ)

p

(∫
E

|fk − f |
p
2 dx

) 4λ
p

所以

lim
n→∞

∥fk − f∥2 ≤ lim
n→∞

(2M)
1−λ
p ∥fk − f∥λp/2 = 0.

16. 设 fk(x) → f(x)(k → ∞, x ∈ E), m(E) <∞ 且有∫
E

|fk(x)|rdx ≤M (k = 1, 2, . . . ), 0 < r <∞,

试证明对 p : 0 < p < r, 有
lim
k→∞

∫
E

|fk(x)− f(x)|pdx = 0.

(注意, 对 m(E) = ∞ 或 p = r 皆不真)
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Proof 根据 Fatou 引理知
∫
E
|f |rdx ≤M 亦成立, 从而有

∫
E
|fk − f |rdx ≤

∫
E
(|fk|2 + |f |r)dx ≤ 2M .

对于任意的 ϵ > 0, 根据 Egorov 定理, 存在 F ⊆ E 满足 mF < ε 且 fk 在 E \ F 上一致收敛于 f .
因此在 E \ F 上则有

lim
k→∞

∫
E\F

|fk(x)− f(x)|pdx = 0.

在 F 上则有 (设 α = r/p > 1, β 与 α 共轭)∫
F

|fk − f |pdx ≤
(∫

F

|fk − f |rdx
)1/α

m(F )1/β < (2M)1/αϵ1/β .

从而

lim sup
k→∞

∫
E

|fk − f |pdx = lim sup
k→∞

∫
F

|fk − f |pdx ≤ (2M)1/αϵ1/β

对于任意的 ϵ > 0 成立. 令 ϵ→ 0+ 便得结论.

17. 设 1 < p < ∞, f ∈ Lp(E), fk ∈ Lp(E)(k = 1, 2, . . . ), 且有 lim
k→∞

fk(x) = f(x) a.e. x ∈ E,
lim
k→∞

∥fk∥p = ∥f∥p. 试证明
lim
k→∞

∥fk − f∥p = 0.

Proof fk → f a.e. 说明 |fk|p → |f |p 和 |fk − f | → 0 a.e. . 注意到

|fk − f |p ≤ 2p(|fk|p + |f |p),

因此
gk(x) := 2p(|fk|p + |f |p)− |fk − f |p ≥ 0.

当 k → ∞ 时, 有 gk(x) → 2p+1|f |p a.e. . 对 gk(x) 应用 Fatou 引理,∫
E

lim inf
k

gk(x)dx ≤ lim inf
k

∫
gk(x)dx,

于是有

2p+1

∫
E

|f |p ≤ lim inf
k

2p
(∫

E

|fk|p +
∫
E

|f |p
)
− lim sup

k

∫
E

|fk − f |p

= 2p+1

∫
E

|f |p − lim sup
k

∫
E

|fk − f |p.

所以

lim sup
k→∞

∫
E

|fk − f |pdx ≤ 0.

因此

lim
k→∞

∫
E

|fk − f |pdx = 0.

随后结论成立.

18. 设 1 < p <∞, fk ∈ Lp(E)(k = 1, 2, . . . ), 且有

lim
k→∞

fk(x) = f(x), sup
1≤k<∞

∥fk∥p ≤M.

试证明对任意的 g ∈ Lp′
(E) (p′ 是 p 的共轭指标), 有 (弱收敛)

lim
k→∞

∫
E

fk(x)g(x)dx =

∫
E

f(x)g(x)dx.
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Proof 根据 Fatou 引理容易知到 f ∈ Lp(E) 且 ∥f∥p ≤M . 因此 ∥fk − f∥p ≤ 2M .
先考虑 m(E) < ∞ 的情形. 根据第 16 题 (那里 r 为本题的 p, 那题的 p = 1), 我们知道, 如果
A ⊂ E, 则

lim
k→∞

∫
A

fkdx =

∫
A

fdx.

这样, 若 g(x) = χA(x), 那么结论成立, 从而我们知道结论对 E 上的简单函数都是成立的.
对于任意的 g ∈ Lp′

(E), 存在可测简单函数列 {φk} (满足 |φk| ≤ |g|) 处处收敛于 g, 根据 Lp

上的 Lebesgue 控制收敛定理 (p.299 思考题 2), 对于任意的 ε > 0, 存在可测简单函数 φ 使得
∥φ− g∥p′ < ε. 根据前面的说明, 存在 K, 当 k > K 时∣∣∣∣∫

E

fkφdx−
∫
E

fφdx

∣∣∣∣ < ε.

于是 k > K 时∣∣∣∣∫
E

fkgdx−
∫
E

fgdx

∣∣∣∣ ≤ ∥fng − fnφ∥1 + ∥fnφ− fφ∥+ ∥fφ− fg∥1

≤ ∥fn∥p∥g − φ∥p′ + ε+ ∥f∥p∥φg∥p′ (Hölder 不等式)
≤ ε(∥fn∥p + 1 + ∥f∥p)

从而结论在 E 测度有限时成立.
当 m(E) = ∞ 时, 对于任给的 ε > 0, 因为 |g|p′ ∈ L1(E), 所以存在 n 使得 (参见 p.172 事实 (iv))∫

E\[−n,n]

|g|qdx < εp
′
.

根据前面所证的, 存在 K 使 k > K 时∣∣∣∣∣
∫
E∩[−n,n]

fkgdx−
∫
E∩[−n,n]

fgdx

∣∣∣∣∣ < ε

此时 (应用 Hölder 不等式)∣∣∣∣∣
∫
E\[−n,n]

fkgdx−
∫
E\[−n,n]

fgdx

∣∣∣∣∣ ≤
∫
E\[−n,n]

|fk − f | · |g|dx

≤ ∥fk − f∥p

(∫
E\[−n,n]

|g|p
′
dx

)1/p′

≤ 2Mε

所以 ∣∣∣∣∫
E

fkgdx−
∫
E

fgdx

∣∣∣∣ < (2M + 1)ε

这说明结论对 m(E) = ∞ 也成立.

19. 设 0 < r < ∞, {fk(x)} 在 E 上几乎处处收敛于 f(x), 且 ∥fk∥r ≤ M . 试证明对 0 < p < q,
1/q + p/r = 1, g ∈ Lq(E) 有

lim
k→∞

∥fkgk − fg∥p = 0.

Proof. 即便将要证的结论改为 ∥fkg − fg∥p → 0 后题目仍有误. 设 E = [0,∞). 取 r = q = 3,
p = 2, fn = n1/3χ[n,n+1/n2.1) 则 fn 处处收敛于 f = 0, 且 ∥fn∥rr = 1/n1.1 ≤ 1. 取 g =

∑
n≥1 fn, 则

∥g∥qq =
∑

n ∥gn∥rr <∞, 故 g ∈ Lq[0,∞). 但是

∥fng∥pp =

∫ n+ 1
n2.1

n

n
3
2pdx = n0.9
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在 n→ ∞ 时并不趋于 0.
一种修正是将 g ∈ Lq(E) 加强为 g ∈ Lpq(E). 此外, p 的条件应为 0 < p < r. 下面我们证明修正过
的版本.
首先, 根据 Fatou 引理我们知道 ∥f∥r ≤ M . 于是我们可以不失一般性地假设 f = 0, 否则以
fk − f 代替 fk. 我们首先证明 g = χA 的情形, 这里 A ⊆ E 且 mA < ∞. 我们将 fk 分成
{x ∈ A : |fk(x)| > T} 和 {x ∈ A : |fk(x)| ≤ T} 两部分. 对于第一部分, 根据 Hölder 不等式有∫

A

|fk(x)|pχ{|fk(x)|>T}dx ≤
(∫

A

|fk(x)|rdx
) p

r
(∫

A

χ{|fk(x)|>T}dx

) 1
q

≤Mp ·m({x ∈ A : fk(x) > T})
1
q

≤Mp ·
(
M

T

) r
q

=
Mp+r/q

T r/q
.

对于第二部分, 根据 Lebesgue 控制收敛定理 (被常数 T 控制),

lim
k→∞

∫
A

|fk(x)|pχ{|fk(x)|≤T}dx = 0.

结合两个部分就有

lim sup
k→∞

∫
A

|fk(x)|p ≤ Mp+r/q

T r/q
.

因为 T 是任意的, 所以
lim sup
k→∞

∫
A

|fk(x)|p = 0.

这就证明了 g = χA 的情形.
于是, 我们就证明了 g 是简单函数的情形. 对于一般的 g, 取简单函数 h 满足 ∥g − h∥pq < ε. 那么

∥fkg∥p ≤ ∥fkh∥p + ∥fk(g − h)∥p.

右边第一项在 k → ∞ 时据前所证趋于 0. 右边第二项可以类似上面用 Hölder 不等式控制,

∥fk(g − h)∥p ≤ ∥fk∥r∥g − h∥pq ≤Mε.

这就表明
lim sup
k→∞

∥fkg∥p ≤Mε.

根据 ε 的任意性便得
lim sup
k→∞

∥fkg∥p = 0

即得结论.

20. 设 1 ≤ p < ∞, {fk(x)} ⊂ Lp(E), f ∈ Lp(E), {gk(x)} 是 E 上的一致有界的可测函数列, 且
gk(x) → g(x)(x ∈ E, k → ∞), 试证明

lim
k→∞

∥fkgk − fg∥p = 0.

(题设缺 fk 与 f 的关系)

21. 试说明 Riemann 积分意义下的平方可积的函数类不是完备空间 (其中距离为 d(f, g) = ∥f − g∥2).
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Solution 考虑 (0, 1) 上的有理数 {rn}. 作一系列的开区间 In 使 |In| < 1
2n+1 和 rn ∈ In. 令 En =

n⋃
k=1

Ik 和

E =
n⋃

k=1

Ik. 我们下面说明 {χEn} 是一个在 Riemann 积分意义下的 Cauchy 列.

每一个 χEk
的不连续点都是有限个, 所以 Riemann 可积. 对于给出的 ε > 0, 都可以找到 N 使

2−N ≤ ε. 对于 n > m ≥ N , |χEn − χEm |2 = χEn\Em
是 Riemann 可积的且∫ 1

0

|χEn
− χEm

|2dx =

∫ 1

0

χEn\Em
dx ≤

n∑
k=m+1

∫ 1

0

χEk
dx ≤ 1

2m+1
< ε.

这就说明了 {χEn
} 是 Cauchy 列.

如果存在 f , 使 {χEn
} 在 Riemann 积分的平方收敛意义下收敛到 f , 又我们有 χEn

→ χE(处处收
敛), 可以用 Fatou 引理证明,

∫ 1

0
|f − χE |2dx = 0.

m(E) <
∞∑
k=1

|Ek| ≤ 1
2 , 所以 m((0, 1) \ E) > 0. 而 (0, 1) \ E 的点都是 χE 的不连续点, 因此 χE 不

是 Riemann 可积的. 这就说明 f 不是 Riemann 可积的, 与假设矛盾.
这一矛盾就说明了 Riemann 积分意义下的平方可积的函数类不是完备的.

22. 设 {fn(x)} 是 L2([0, 1]) 中的绝对连续函数列, 且 f ′n ∈ L2([0, 1]), 又存在 f, g ∈ L2([0, 1]) 满足

lim
n→∞

∥fn − f∥2 = 0, lim
n→∞

∥f ′n − g∥2 = 0.

试证明 f(x) 是 [0, 1] 上的绝对连续函数, 且有

f ′(x) = g(x), a.e. x ∈ [0, 1].

Proof 从第一个极限我们知道 {fn} 依测度收敛于 f , 所以存在一个子列 {fnj
} 几乎处处收敛于 f , 取其中

的一个收敛点 a.
从第二个极限我们知道对于 [0, 1] 上的任何一个区间 [a, x] 都有

∫ x

a
|f ′n − g|2dt → 0, 根据 p.292 例

2, 有
∫ x

a
|f ′n − g|dt→ 0. 因此

∫ x

a
f ′n →

∫ x

a
g 都成立.

因为 fnj
绝对连续, 所以 fnj

(x) − fnj
(a) =

∫ x

a
f ′nj

, 两边取极限有 f(x) − f(a) =
∫ x

a
g(t)dt 几乎处

处成立.

23. 设 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lp(R), 记 fh = f(x− h), 试证明

lim
h→0

∥f + fh∥p = 2∥f∥p.

Proof 根据不等式 |ap − bp| ≤ p|a− b|(ap−1 + bp−1)(a, b ≥ 0) 我们有∫
R
(|f + fh|p − |2f |p) ≤ p

∫
R
|f − fh||f + fh|p−1 + p

∫
R
|f − fh||f |p−1

由 Hölder 不等式∫
R
|f − fh||f + fh|p−1 ≤

(∫
R
|f − fh|p

) 1
p
(∫

R
|f + fh|p

)1− 1
p

≤ 21−
1
p

(∫
R
|f − fh|p

) 1
p
(∫

R
|f |p

)1− 1
p

∫
R
|f − fh||f |p−1 ≤

(∫
R
|f − fh|p

) 1
p
(∫

R
|f |p

)1− 1
p

根据定理 6.9(p.302), lim
h→0

∫
R |f − fh|pdx = 0. 所求证的结论可以立即导出.
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24. 设 f ∈ L1([0, 2π]). 若其 Fourier 级数在正测集 E ⊂ [0, 2π) 上 (点) 收敛, 试证明其 Fourier 系数必
收敛于 0.

Proof 设它的 Fourier 级数是 a0 +
∞∑

n=1
(an sinnx+ bn cosnx), 它在 E 上收敛, 所以 an sinnx 和 bn cosnx

在 E 上都是趋于 0 的. 根据 Egorov 定理, an sinnx 在 E 的某一个子集 A 上一致的收敛于 0,
m(E \A) < δ. ∫

E

an sin2 nxdx =

∫
A

ak sin2 nxdx+

∫
E\A

an sin2 nxdx.

因为 |an| ≤ ∥f∥1 对于所有 n 都成立, 我们可以如此的选择 δ 使得第二个积分的绝对值 < ε
2 , 固定

这个 δ (因此 A 也固定), 那么 k 充分大之后, |an sin2 nx| < |an sinnx| < ε
4π 都成立, 因此第一个积

分的绝对值不超过 ε/2. 所以 n 充分大之后
∣∣∫

E
an sin2 nxdx

∣∣ < ε. 这说明

lim
n→∞

∫
E

an sin2 nxdx = 0.

但是 ∫
E

sin2 nxdx =

∫
E

1− cos 2nx
2

dx =
1

2
m(E)− 1

2

∫
E

cos 2nxdx.

第 2 个积分根据 Féjer 定理是趋于 0 的, 所以
∫
E

sin2 nxdx 并不趋于 0, 于是知 an → 0. 类似的可
以证明 bn → 0. 这就是说 Fourier 系数收敛.

25. 设 {φk} ⊂ L2([a, b]) 是标准正交系, 若存在极限

lim
k→∞

φk(x) = φ(x), a.e. x ∈ [a, b],

试证明 φ(x) = 0, a.e. x ∈ [a, b].

Proof 容易知道 f ∈ L2([a, b]). 根据第 18 题,
∫ b

a
φk · f →

∫ b

a
φ · f 对任意的 f ∈ L2([a, b]) 成立. 根据

Bessel 不等式, 我们知道 ck =
∫ b

a
φk · f → 0 对任意的 f ∈ L2([a, b]) 成立. 特别的, 取 f = φ+,

有
∫ b

a
φkφ

+ →
∫ b

a
φφ+ 和

∫ b

a
φkφ

+ → 0 都成立. 这意味着
∫ b

a
φφ+ = 0 即

∫ b

a
φ+2

= 0. 所以
φ+ = 0 a.e. x ∈ [a, b]. 同样的可以证明 φ− = 0 a.e. x ∈ [a, b]. 所以 φ = 0, a.e. x ∈ [a, b].

26. 试证明 φn(x) = sinλnx(n = 1, 2, . . . ) 是 L2([0, 1]) 中的正交系, 其中 λn 是 tanx = x 的正根.

Proof 当 m ̸= n 时, λm = tanλm > 0, λn = tanλn > 0, 所以 sinλm ̸= 0, cosλm ̸= 0, sinλn ̸= 0, cosλn ̸=
0.

⟨sinλmx, sinλnx⟩ =

∫ 1

0

sinλmx sinλnx dx = −1

2

∫ 1

0

(cos(λm + λn)x− cos(λm − λn)x)dx

= −1

2

(
sin(λm + λn)

λm + λn
− sin(λm − λn)

λm − λn

)
= −λm(sin(λm+λn)−sin(λm−λn))−λn(sin(λm+λn)−sin(λm−λn))

2(λ2m − λ2n)

= −λm cosλm sinλn − λn sinλm cosλn
λ2m − λ2n

= − λm tanλn − λn tanλm
cosλm cosλn(λ2m − λ2n)

= 0

即 m ̸= n 时, sinλmx 与 sinλnx 正交.

27. 设 {fn} ∈ L2([0, 1]) 是标准正交系, 试证明
∞∑

n=1

∣∣∣∣∫ x

0

fn(t)dt

∣∣∣∣2 ≤ x, x ∈ [0, 1].
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Proof 取 f(t) = χ[0,x](t). 则 f 按 {fn} 的 Fourier 系数 cn =
∫ 1

0
f(t)fn(t)dt =

∫ x

0
fn(t)dt. 根据 Bessel 不

等式 (p.308, 定理 6.13),
∞∑

n=1
c2n ≤ ∥f∥22 = x, 这即为所求证的不等式.

28. 设 g(x) 是 [a, b] 上的非负实值可测函数, 令

Φ = {φ : g · φ ∈ L1([a, b])}.

试证明 Φ 在 L2([a, b]) 中稠密.

29. 设 f ∈ L2(R), fn ∈ L2(R), 且有 ∥fn − f∥2 → 0(n → ∞). 若 g ∈ L1(R), 试证明 lim
n→∞

∥fn ∗ g − f ∗
g∥2 = 0.

Proof ∫
R
|fn ∗ g − f ∗ g|2dx =

∫
R

∣∣∣∣∫
R
fn(x− t)g(t)dt−

∫
R
f(x− t)g(t)dt

∣∣∣∣2 dx
≤

∫
R

(∫
R
|fn(x− t)− f(x− t)||g(t)| 12 |g(t)| 12 dt

)2

dx

(Schwartz 不等式) ≤
∫
R

(∫
R
|fn(x− t)− f(x− t)|2|g(t)|dt

∫
R
|g(t)|dt

)
dx

(Fubini 定理) = ∥g∥1
∫
R

∫
R
|fn(x− t)− f(x− t)|2|g(t)|dxdt

= ∥g∥1
∫
R
|g(t)|

∫
R
|fn(x− t)− f(x− t)|2dxdt

= ∥g∥21∥fn − f∥22
所以 ∥fn ∗ g − f ∗ g∥2 ≤ ∥g∥1∥fn − f∥2 → 0 当 n→ ∞ 时.

30. 设在 L2(E) 中有 fk 弱收敛于 f , 试证明

∥fk∥2 ≤M (k = 1, 2, . . . ).

Proof 反证. 若 ∥fk∥2 无界, 我们先说明数集 (k 可以任意地取){
⟨fk, g⟩ : g ∈ L2

}
在任意的闭球 B(g, δ) 上无界. 若不然, 设它在某一个 B(g0, δ0) 上有界, 即存在常数 M , 使得

| ⟨fk, g⟩ | ≤M, g ∈ B(g0, δ), k = 1, 2, . . .

作 h = g0 + δ0
fk

∥fk∥2
, 易知 h ∈ B(g0, δ0), 有 | ⟨fk, h⟩ | ≤M 即

| ⟨fk, h⟩ | =
∣∣∣∣⟨fk, g0⟩+ δ0

∥fk∥2
⟨fk, fk⟩

∣∣∣∣ = |⟨fk, g0⟩+ ∥fk∥2δ0| ≤M

于是得到 ∥fk∥2 ≤ 2M/δ0. 这样与假设 ∥fk∥2 无界矛盾. 因此 {⟨fk, g⟩} 在任意闭球上无界.
取 B0 为 L2(E) 中的一个闭球, {⟨fk, g⟩} 在上面无界. 因此存在 n1 和 g1 使 | ⟨fn1 , g1⟩ | > 1. 根据
内积的连续性, Fn1(g) = ⟨fn1 , g⟩ 是关于 g 的连续函数, 因此存在 δ1 < 1, 使 B1 = B(g1, δ1) ⊂ B0

及 | ⟨fn1
, g⟩ | > 1 对任意的 g ∈ B1 成立.

在 B1 上, {⟨fk, g⟩} 因此又可以选出 n2 > n1 和 g2 使得 | ⟨fn1
, g1⟩ | > 2. 按照前面的讨论, 存在闭

球 B2 = B(g2, δ2) ⊂ B1(δ2 <
1
2 ) 使得 | ⟨fn2 , g⟩ | > 2 对任意的 g ∈ B2 成立.

如此进行下去,存在 fnk
和 gk ∈ Bk−1,存在闭球 Bk = B(gk, δk) ⊂ Bk−1(δk <

1
k )使得 | ⟨fnk

, g⟩ | >
k 对任意的 g ∈ Bk 成立.
如此就得到 L2(E) 上的点列 {gk}. 因为 Bn ⊂ Bm(n > m) 和 gn, gm ∈ Sm 我们有 ∥gn − gm∥2 ≤
δm → 0当 k → ∞时. 这说明 {gk}是 L2(E)上的 Cauchy列, 它按 L2 意义收敛于某个 g. 因为 fk
弱收敛于 g, 所以 ⟨fk, g⟩ → ⟨f, g⟩. 但事实上, g 属于所有的 Bk, 所以 | ⟨fk, g⟩ | > k 这和 {⟨fk, g⟩}
收敛矛盾.
由此推翻假定, 我们知道 ∥fk∥2 一致有界.
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31. 设 f ∈ Lp(R)(1 ≤ p <∞), 试证明存在数列 {hn}: hn → 0(n→ ∞), 使得

lim
n→∞

f(x− hn) = f(x), a.e. x ∈ R.

Proof 根据定理 6.9, 有
lim
h→0

∫
R
|f(x− h)− f(x)|pdx = 0,

那么对于一列 hn → 0 有

lim
n→∞

∫
R
|f(x− hn)− f(x)|pdx = 0,

这意味着 f(x− hn) 依测度收敛于 f(x), 所以存在子列 f(x− hni) 几乎处处收敛于 f(x) 在 R 上.
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